Kapitola 1

Nahodné jevy a jejich
pravdépodobnost

Po prostudovéni této kapitoly byste méli byt schopni:
e rozumét pojmu ndhodng jev a umét jej vysvétlit na konkétnich prikladech,

e rozumét vztahum mezi ndhodnymi jevy (A = B, A C B, neslucitelné jevy) a vysvétlit je na konkrétnich
ptikladech,

e rozumét operacim s ndhodnymi jevy (AU B, AN B, A\B a pouzit je v konkrétnich piikladech,

e rozumét pojmum jisty jev, nemozny jev, opacny jev a umét je pouzit v konkrétnich piikladech,

e rozumét definici pojmu pravdépodobnost ndhodného jevu a umét ji vysvétlit na konkétnich piikladech,
e rozumét pojmu nezdvislé nahodné jevy a umét jej vysvétlit na vhodnych prikladech,

e rozumét vzorcum pro pravdépodobnost sjednoceni ndhodngch jevi a umét je pouzit v odpovidajicich
situacich,

e rozumét vzorci pro pravdépodobnost pruniku dvou nezdvislych ndhodngch jevi a umét jej pouzit v od-
povidajicich situacich.

1.1 Nahodné jevy

Nahodny pokus

Ndhodnym pokusem rozumime kazdé pozorovani néjakého ndhodného déje, kazdé zaznamenani, zméfeni Ci
konstatovani jeho vysledku. Struéné - pred probéhnutim ndhodného déje nevime, jaky bude vysledek tohoto
pokusu, ale po ukonc¢eni tohoto ndhodného déje jsme schopni vysledek zaznamenat, zmérit ¢i konstatovat.

Néhodnym pokusem je proto jeden hod minci, vybér a spocteni zmetku v krabici vyrobkt, méfeni teploty
vzduchu v danou hodinu atd.

Nahodny jev
Ndhodny jev je kazdy mozny vysledek ndhodného pokusu.

Téchto vysledku muze byt vétsi mnozstvi. K jejich odliseni je ¢asto nazyvame jmény ve formé pismen
abecedy - fekneme, Ze nastal jev A, jev B atd.

Priklad 1.1. Uvazujme nahodny pokus hod kostkou a sledujme, které ¢islo padne. Nahodné jevy mohou
byt napiiklad tyto vysledky hodu:

e Jev A ...nastane, kdyz padne ¢islo 3 A= {3}
e Jev B ...nastane, kdyZz padne sudé ¢islo B=1{24,6}
e Jev C' ...nastane, kdyz padne ¢islo délitelné dvéma nebo tfemi C=12346}
e Jev D ...nastane, kdyz padnou ¢isla 2,3, 4 D ={2, 3, 4}
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Elementarni jev

Elementdrni jevy jsou nejjednodussi vysledky ndhodného pokusu, které se nedaji slozit z zadnych jinych jevi.
Mnozinu vSech elementarnich jevu budeme nazyvat prostorem elementdrnich jevi a znacit jej symbolem (.

V pifpadé, kdy je ndhodnym pokusem hod kostkou, jsou elementdrni tyto jevy: A = {1}, B = {2},
C = {3}, D = {4}, E = {5}, F = {6} a prostorem vSech elementdrnich jevi je Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

1.1.1 Ijlohy k fesSeni
Piiklad 1.2. Uved'te alespon tii rizné piiklady ndhodnych pokust.

Piiklad 1.3. Je ddn ndhodny pokus spocivajici v ndhodném vybéru jedné osoby z mnoziny vSech studentu
FSE UJEP. Uved'te alespon tii rtizné ndhodné jevy k tomuto ndhodnému pokusu.

Priklad 1.4. Uvazujme ndhodny pokus spocivajici v ndhodném vybéru jedné karty z balicku 32 karet.
Uved'te alespoit tfi rizné ndhodné jevy k tomuto ndhodnému pokusu.

Piiklad 1.5. Uvazujme ndhodny pokus v hodu 2 mincemi. Popiste prostor elementarnich jevu.

1.2 Vlastnosti ndhodnych jeva a operace s nahodnymi jevy

e Symbolem A C B znacime, Ze nastane-li jev A, nastane nutné i jev B. Rikdme, ze jev A m4 za nasledek
jev B.

— V Prikladu 1.1 plati B C C. Jev B: Padlo sudé ¢islo mé za nésledek jev C: Padlo ¢islo délitelné
dvéma nebo tremi. Mnozinové {2, 4, 6} C {2, 3, 4, 6}.

e Symbolem A = B znaCime, Ze jevy A a B jsou si rovny, tj. jev A nastane vzdy, kdyZ nastane jev B
a nikdy jindy.

e Rekneme, 7e nastalo sjednoceni jevii A a B (znacime AU B) pravé tehdy, nastal-li jev A nebo jev B,
nebo oba soucasneé.

e Rekneme, 7e nastal pranik jeva A a B (zna¢ime AN B) pravé tehdy, nastal-li jev A a soucasné nastal
jev B.

e Jev rozdil jevau A a B (zna¢ime A\B) nastane pravé tehdy, nastane-li jev A a nenastane jev B.

e Jev A, tzv. opaény (doplitkovy, komplementarn{) jev k jevu A, nastane pravé tehdy, nenastane-li
jev A.

e Nahodny jev, ktery nastane vzdy, se nazyvé jev jisty. Oznacuje se také (2 a je vlastné sjednocenim
vSech jevi, které mohou nastat.

e Jev, ktery nenastane nikdy, nazyvdme jev nemozny a znacime ho ().

e Jsou-li A a B takové jevy, ze AN B = (), nazyvdme je neslucitelné (disjunktni) jevy. Neslucitelné
jevy tedy nemohou nastat soucasné.

Priklad 1.6. Nové vyvinuty vyrobek je podroben tfem ruznym zkouskam. Jev A nastane tehdy, kdyz
nadhodné vybrany vyrobek ze zkuSebni série obstoji v prvni zkouSce, jev B nastane tehdy, kdyz nahodné
vybrany vyrobek obstoji ve druhé zkousce a jev C nastane, pokud ndhodné vybrany vyrobek vyhovi ve treti
zkousce. Jak v mnozinové symbolice vyjadiime to, ze ndhodné vybrany vyrobek obstoji:

a) jen v prvni zkousce,
b) v prvni a ve druhé zkousce, ale neobstoji ve tieti zkousce,
d

alespon v jedné zkousce,

)
)
c) ve v8ech tfech zkouskach,
)
e)

alespon ve dvou zkouskach,
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f)
g)
h)

pravé v jedné zkousce,
pravé ve dvou zkouskach,

maximéalné dvakrat?

Resent: Uvedenou situaci lze graficky znézornit na Obrézku 1.1. Uvnitf cerného obdélniku (oznaceni Q)
jsou Cerné tecky, které symbolicky predstavuji testované vyrobky. Kazdy z nich ma svou kvalitu, podle které

Obrézek 1.1: Testovani vyrobku

vyhovi, resp. nevyhovi jednotlivym zkouskdm. Nahodnym pokusem je zde vybér vyrobku. Podle toho, o jak

kvalitni vyrobek se jednd, budou tyto vyrobky vyhovovat jednotlivym testum a podle toho budou nastavat
jednotlivé jevy A, B a C. Vyrobky, které vyhovi v prvni zkousce, jsou na obrdzku zahrnuty v ¢erveném ovalu
(mnozina A - prvky, pfi jejichz vybéru nastane jev A). Analogicky - vyrobky, které vyhovi ve druhé zkousce,
predstavuji tecky, které se nachdzeji v modrém ovdlu (mnozina B - prvky, pii jejichz vybéru nastane jev B)
a vyrobky, které vyhovi ve tieti zkousce, piedstavuji tecky, které se nachdzeji v zeleném ovélu (mnozina C

- prvky, pii jejichz vybéru nastane jev C).

7 obrazku lze vycist, které vyrobky naptiklad vyhovi pouze v prvni zkousce, které vyhovi ve v8ech tfech
zkouskach, které vyhovi pouze prvni a druhé zkousce atd. Pokuste se na obrazku urcit, které body vyhovuji
uvedenym piipadiam a) az h).

a)

Jestlize vyrobek obstoji pouze v prvni zkouSce, znamenad to: obstoji v prvni zkousce, tj. nastane jev A.
Zaroven neobstoji ve druhé zkousce, tj. nenastane jev B, tj. nastane opacny jev k jevu B, tj. nastane
jev B. Zéarovei vyrobek nevyhovi ve tieti zkousce, tedy nenastane jev C, tj. nastane jev C. Jevy A,
B a C nastévaji soucasné, proto jev, kdy vyrobek obstoji pouze v prvni zkousce mnozinové vyjadifme
zépisem ANBNC.

Vime, ze vybrany vyrobek obstoji v prvni a ve druhé zkousce, tj. nastane jev A a B, ale neobstoji ve
tieti zkousce, tj. nastane jev C. Vsechny tyto jevy pfitom nastanou soucasné, jedna se tedy o priinik
téchto jevi ANBNC.

Pokud vybrany vyrobek vyhovi ve vsech tfech zkouskach, znamend to, ze vyhovél v prvni zkousce -
nastal je A, zaroven vyhovi ve druhé zkousSce - nastal jev B a zaroven vyhovél ve tieti zkousce - nastal
jev C. Protoze jevy nastanou soucasné, jednd se o jejich prunik AN BN C.

Vyrok vyrobek obstoji alespont v jedné zkouSce znamena totéz, jako ze vyrobek obstoji v prvni zkousce
(bez ohledu na to jak (ne)dopadly ostatni zkousky) - nastane jev A, nebo ve druhé zkousce (bez
ohledu na to jak (ne)dopadly ostatni zkousky) - nastane jev B, nebo ve tieti zkousce (bez ohledu na
to jak (ne)dopadly ostatni zkousky) - nastane jev C. Staci, aby nastala alespon jedna z uvedenych
situaci a bude pravda, ze vyrobek vyhovél v alespon jedné zkousSce. Tedy vyrobek obstal alespon
v jedné zkousce, pokud nastane alespon jeden z jevu A, B, resp. C. Jedn4 se tedy o sjednoceni jevu -
mnozinové AU BUC.
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e) Vyrok wyrobek obstoji alespori ve dvou zkouskdch znamend totéz, jako ze vyrobek obstoji v prvni a
druhé zkousce (bez ohledu na to jak (ne)dopadla tfeti zkouska) - nastane jev A N B, nebo v prvni
a tret{ zkousce (bez ohledu na to jak (ne)dopadla druhd zkouska) - nastane jev A N C, nebo ve druhé
a tiet{ zkousce (bez ohledu na to jak (ne)dopadla prvni zkouska) - nastane jev BNC. Staéi, aby nastala
alespon jedna z uvedenych situaci a bude pravda, ze vyrobek vyhovél alesponn ve dvou zkouskach. Tedy
vyrobek obstdl alespon ve dvou zkouskéach, pokud nastane alespon jeden z jevu AN B, ANC, resp.
BN C. Jednd se o sjednocen{ uvedenych jevt - mnozinové (AN B)U(ANC)U(BNC).

f) Vyrobek obstoji pravé v jedné zkousce, kdyz vyhovi v prvni zkousce a zdrovenn nevyhovi ve druhé
a tieti zkousce - tj. nastane jev AN BN C, nebo vyhovi ve druhé zkousce a zéroveii nevyhovi v prvni
a tfeti zkousce - tj. nastane jev AN BN C, nebo vyhovi ve tieti zkousce a zdroven nevyhovi v prvni a
druhé zkousce - tj. nastane jev AN BN C. Uvazovany jev nastane pii vyskytu kterékoliv z popsanych
situaci - jednd se tedy o jejich sjednoceni. Mnozinovy zapis zni (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC).

g) Vyrobek obstoji pravé ve dvou zkouskéch, kdyz vyhovi v prvni a druhé zkousce a zdroven nevyhovi ve
tiet{ zkousce - tj. nastane jev A N B N C, nebo vyhovi v prvni a tfeti zkousce a zarovei nevyhovi ve
druhé zkousce - tj. nastane jev A N B N C, nebo vyhovi ve druhé a tieti zkousce a zéroven nevyhovi
v prvni zkousce - tj. nastane jev AN BNC. Uvazovany jev nastane pii vyskytu kterékoliv z popsanych
situaci - jednd se tedy o jejich sjednoceni. Mnozinovy zépis zni (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC).

h) Vyrobek v testech obstoji nejvyse dvakrat, pokud neobstoji v zddném testu, nebo obstoji prave v jed-
nom testu, nebo obstoj{ préavé ve dvou testech. Slouc¢enim (tj. sjednocenim) vsech téchto pifpada
bychom dostali zddané vyjadieni. Jednodussi vSak bude nésledujici pohled. Pokud vyrobek obstoji
nejvyse ve dvou testech - jak vypadd piislusny opacény jev? Tomu odpovida situace, ze vyrobek obstél
ve véech tiech testech, tj jevu ANBNC. Opaény jev mé tedy vyjadieni AN BN C, coz je vyraz, ktery
jsme meéli uréit.

1.3 Definice pravdépodobnosti nahodného jevu

1.3.1 Pravdépodobnost ndhodného pokusu

Pro ndhodny jev A definujeme jeho pravdépodobnost vztahem
P(A) = —=~ (1.1)

kde m(A), resp. m(€2) znamend mohutnost mnoziny A, resp. 2.

Vyse uvedend definice potiebuje nékolik poznamek. Jedna se o tzv. klasickou definici pravdépodobnosti.
Lze ji pouzit v piipadé, ze kazdy z prvku mnoziny {2 mé stejnou Sanci, Ze nastane - coz nemusi byt vzdy
splnéno. V piipadé mnozin s koneénym poc¢tem prvku vétsinou mohutnost mnoziny odpovidd poctu prvku
této mnoziny, viz Piiklad 1.7. Nicméné, 1ze se setkat i s tlohami, ve kterych jak mnozina A, tak mnozina
maji nekonetné mnoho prvki, a pak mohutnosti mnoziny rozumime jeji jinou miru, viz napt. Piiklad 1.8 .

Piiklad 1.7. Nghodnym pokusem je ndhodny vybér jedné osoby pii zasedani poslanecké snémovny CR
(pfedpoklddejme, Ze nikdo z poslancu a poslankyii nechybi). Ndhodny jev A nastane tehdy, je-li touto
osobou zena. Jaka je pravdépodobnost jevu A7
Resent: Vime, 7e poslaneckd snémovna CR mé celkem 200 clenti, tj. m(Q) = 200, z nichz je 45 Zen
(stav v breznu 2020), tj. m(A) = 45 . Dle definice je

m(A) 45

Pravdépodobnost vybéru zeny pfi vybéru z fad ¢lenu poslanecké snémovny je rovna 0, 225.

Priklad 1.8. Adam s Evou se domluvili, Zze se spolu setkaji zitra u kina Hrani¢ar, a to v dobé mezi 12. a
13. hodinou. Kazdy z nich bude na druhého ¢ekat 10 minut, pokud ten druhy do té doby nepfijde, prvni
odchézi a nesetkaji se. Jaka je pravdépodobnost, ze se zitra za uvedenych podminek setkaji?

Regent: PFi popisu situace si miizeme pomoci Obrézkem 1.2. Dobu mezi 12. a 13. hodinou jsme si rozdélili
na 60 minut. V zobrazeném grafu si pomoci bodu (viz bod A, bod B, bod C, bod D) znézornime okamziky
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Obrazek 1.2: Ilustracni obrazek k Prikladu 1.8

piichodu obou partneru tak, ze x-ové, resp. y-ova souradnice kazdého bodu predstavuje ¢as prichodu Adama,
resp. Evy. Z obrazku je ziejmé, ze bod A predstavuje situaci, ve které Adam prisel ve 12:10 a Eva ve 12:15.
Eva ptisla 5 minut po Adamovi, ten na ni v rdmci desetiminutové ¢ekaci doby pockal, a proto se oba setkali.
Oproti tomu bod D znazornuje situaci, ve které Eva pfisla ve 12:15, ¢ekala 10 minut a pak odesla aniz by
potkala Adama, ktery se dostavil ve 12:50. Bod D tedy predstavuje situaci, kdy se oba partnefi nesetkali.
Stejné tak muzeme Fici, ze bod B je situace, ve které setkdni probéhlo a v bodé C' k setkdn{ nedoslo (pro¢?).

Kazdy bod ze zobrazeného ¢tverce predstavuje jednu moznost prichodu kazdého z partneru. Nékteré
body pfitom odpovidaji situaci, kdy se Adam s Evou setkali, nékteré (zbyvajici) body pfedstavuji stav, kdy
se oba partnéfi minuli. ,,[’Jhloph’ény pruh“ na obrazku obsahuje ty body, které znazornuji situaci, ve které
se Adam s Evou potkaji. Body mimo tento pruh symbolizuji stav, kdy se nesetkaji.

Zadani ilohy tak muzeme prevést do abstraktnéjsi roviny, kdy nadhodnym pokusem je vybér jednoho bodu
ze zobrazeného Ctverce (tento bod predstavuje ndhodné piichody obou partneru v prubéhu jedné hodiny).
Jev A nastane, lezi-li tento bod ve zvyraznéném uhlopficném pruhu. Prostorem vsech elementérnich jeva
Q je zde mnozina vSech bodu ¢tverce, jev A symbolizuji body uvnit¥ zvyraznéného pruhu. Jak €, tak A
m4 nekoneéné mnoho prvki, proto neni vhodné pouzit jako mohutnost (velikost) obou mnozin pocet jejich
prvku. Namisto toho lze jako jejich velikost uvazovat obsah plochy, kterou obé mnoziny vypliuji - v tomto
pripadé je to vhodna mira velikosti obou mnozin.

Mnozina Q vypliiuje ¢tverec, jehoz obsah snadno uréime - je m(2) = 60-60 = 3600. Mnozina A vypliiuje
Sestithelnik, jehoz obsah lze uréit nékolika zpusoby. V tomto piipadé ziejmeé nejsnazsi (tj. hodné elementdrni)
zpusob spo¢iva v uréeni poctu vybarvenych ¢tvercu o rozmérech 5 x 5 jednotek. Je zde 34 plné vybarvenych
¢tvercu a 20 z poloviny vybarvenych ¢tverct, které odpovidaji 10 plné vybarvenym ¢tverciim, tj. dohromady
44 ¢tverct, kazdy z nich o obsahu 5 - 5 = 25. Pro velikost mnoziny A tak plati m(A) = 44 - 25 = 1100. Jiny
(obecngjsi) zpusob uréeni obsahu vyznacené plochy muze spocivat napi. v rozdéleni Sestitihelniku na dva
shodné lichobézniky a uréeni obsahu téchto lichobézniki odectenim ploch dvou trojuhelnik.

Pravdépodobnost jevu A je rovna

m(A) 1100

P(A) = 2 = —— =0, 305.
(4) m(@) ~ 3600 3

Pravdépodobnost, Ze se Adam s Evou setkaji za podminek uvedenych v zadani tlohy éini 0, 305.

1.3.2 Operace s nahodnymi jevy

V nasledujici ¢ésti si ukdzeme postup vypocétu pravdépodobnosti jevi pomoci klasické definice a rozsiiime
jej na jevy, které vzniknou pomoci operaci s ndhodnymi jevy. Mohutnosti mnoziny zde budeme rozumét
pocet prvku dané mnoziny.

Piiklad 1.9. Ndhodny pokus spociva v hodu kostkou. Déle jsou definovany nésledujici ndhodné jevy.



KAPITOLA 1. NAHODNE JEVY A JEJICH PRAVDEPODOBNOST 6

a) Jev A nastane, jestlize na kostce padne &islo 3.
b) Jev B nastane, jestlize na kostce padne sudé ¢islo.
c¢) Jev C nastane, jestlize na kostce padne ¢islo vétsi nez 3.

Vypocététe pravdépodobnosti jevit A, B a C a urcéete a interpretujte pravdépodobnosti jevii C, BNC, BUC.

Vypocet P(A)

A= {3}
0={1,2,3,4,5,6}
m(A) =1
m(2) =6
m(A) 1
PA)=——=-
(4) m(2) 6
Pravdépodobnost jevu A je rovna %.
Vypocet P(B)
B={2, 4,6}
Q=1{1,2,3,4,5,6}
m(B) =3
m(2) =6
- m(B) 3 1
P =@ 6 2
Pravdépodobnost jevu B je rovna %
Vypocet P(C)
C = {4, 5, 6}
Q=1{1,2 34,5, 6}
m(C) =3
m(2) =6
m(C) 3 1
P =2 ===z
©) m(Q) 6 2
Pravdépodobnost jevu C' je rovna %
Vypoéet P(C)
C =1{4,5, 6}
N={1,2,34,5 6}
C=0\C=1{1,2, 3}
m(C) =3, m(Q) =6
— m(C) 3 1
P e
(©) m() 6 2

1

(Vysledek a jeho interpretace:) Pravdépodobnost jevu, ze nepadne ¢islo vétsi nez tii, je rovna 5.

Vypocet P(BNC)

B =1{2, 4, 6}
C =1{4,5, 6}
BnC={4,6}

m(BNC)=2, m(Q) =6

Pmnc) - MEAC) 2]
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Vysledek a jeho interpretace

Pravdépodobnost padnuti sudého ¢isla vétstho nez tii (tj. pfipadu kdy nastane jev B a soucasné jev C) je
1

rovna z.
3

Vypocet P(BUC)

B=1{24,6}
C ={4,5, 6}
BUC={2,4,5,6}
m(BUC) =4, m(Q) =6
m(BUC) 4 2
PBUC)= ——F === -
( ) m(Q) 6 3
Vysledek a jeho interpretace
Pravdépodobnost padnut{ bud’ sudého &fsla nebo &fsla vétstho nez tii (tj. pifpadu, kdy nastane alespoii jeden
2

z jevl B, resp. C) je rovna %.

1.4 Pravdépodobnost priniku nahodnych jeva

V této Casti se budeme vénovat obecnéjsim dvahdam o pravdépodobnostech. Opustime zptsob vypoctu
spocivajici ve vyctu vSech elementarnich jevu, které vedou k nastdni stanovenych jevi a zamérime se na
obecn4 pravidla, kterd plati pro poé¢itdni s pravdépodobnostmi jevu a jejich pruniku, sjednocent, resp. rozdilu.

Véta 7?7 se nékdy pouziva k definici nezavislosti jevl, nékdy se pouziva k vypoctu pravdépodobnosti jevi,
o kterych vime, ze jsou nezavislé. Zde si vysvétlime, co rozumime pojmem nezavislé jevy a pak si uvedeme,
kterak pocitat pravdépodobnost jejich pruniku, tj. pravdépodobnost toho, Ze oba jevy nastanou soucasné.

Predpoklddejme, ze jsou dany jevy A a B, pricemz zname pravdépodobnosti obou téchto jevu. Jevy A
a B lze povazovat za nezdvislé, jestlize znalost o tom, zda nastal jev A, nevede k zméné pravdépodobnosti
jevu B a naopak, znalost o tom, zda nastal jev B, nevede ke zméné pravdépodobnosti jevu A. Pro ukdzku
uvedme dva ilustraéni piiklady.

Piiklad 1.10. Budeme vychazet ze zadani Piikladu 1.8, kde ndhodnym pokusem bylo hozeni kostkou a
byly definovény jevy A, B a C. Piipomenme, ze B = {2, 4, 6}, P(B) =1/2 a C = {4, 5, 6}, P(C) = 1/2.
Nyni si predstavte situaci, ze nékdo hodi kostkou. Vy nevite, jaké ¢islo na kostce padlo. Pravdépodobnost
hodu sudého ¢isla je 1/2, pravdépodobnost hodu ¢isla vétsiho nez 3 je 1/2. Nyni Vam osoba hézejici kostkou
tekla, ze pfi hodu kostkou nastal jev B, tj. ze padlo sudé ¢islo. Jaka je nyni pravdépodobnost, ze nastal
jev O, tj. ze padlo ¢islo vétsi nez 3?7 Nyni jiz vime, Ze mohlo padnout pouze jedno z ¢isel 2, 4, 6. Proto je
0 ={2, 4, 6}. Z téchto pripadi jsou vétsi nez tii pouze ¢isla 4 a 6, tedy C = {4, 6}. Pravdépodobnost toho,
ze padlo ¢islo vétsi nez t¥i, pii znalosti toho, ze padlo sudé ¢islo, je rovna 2/3 a tedy znalost, ze nastal jev B
zménila pravdépodobnost jevu C'. Jevy proto nejsou nezavislé, jsou tzv. zavislé.

Piiklad 1.11. Nahodny pokus spoc¢ivd v hodu dvéma kostkami - pro jejich rozliSeni budeme uvazovat hod
modrou a ¢ervenou kostkou. Jev A nastane, jestlize na modré kostce padne &islo 3. Jev B nastane, jestlize na
cervené kostce padne ¢islo 4. Situaci budeme ilustrovat na Obrazku 1.3. Na ném muzeme vidét 36 bodu (no,
spise puntiki), z nichz z-ova soutadnice kazdého bodu odpovidé éislu, které padlo na modré kostce, y-ovd
soufadnice kazdého bodu odpovidé ¢islu, které padlo na cervené kostce. Kazdy bod tak odpovida jednomu
konkrétnimu vysledku hodu dvéma kostkami. Pokud napiiklad na modré kostce padne ¢islo 2 a na ¢ervené
kostce padne éislo 5, dostdvdme bod o soufadnicich (2,5). Jev A nastane v téchto ptipadech

A=1{(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6)}.

Je m(A) =6, m(Q2) = 36, proto
6 1
PA)=—=-.
36 6
Na Obrazku 1.3 jsou piipady, kdy nastal jev A, zobrazeny modrymi body. Je zfejmé, ze modré puntiky tvoii

Sestinu z celkového poctu, coz potvrzuje vypocet P(A).
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Obréazek 1.3: Ilustrace hodu dvéma kostkami

Analogicky, pro jev B plati

B ={(1,4), (2,4), (3,4), (4,4), (5,4), (6,4)}.
Je m(B) = 6, m() = 36, proto

6 1

P(B)=— = -

36 6
6 ® L ° ° ° °
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Obréazek 1.4: Vyznaceni jevu B

Nyni se nékdo podival na hozené kostky a tekl, Ze nastal jev A, tj. na modré kostce padlo ¢islo tii.
Jaka je nyni pravdépodobnost, ze nastal jev B, tj. ze pii tomtéz hodu padlo na Cervené kostce ¢islo ¢tyti?
Nynf jiz mnozinu €2 tvofi pouze Sest moznosti Q = {(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6)}, viz Obrézek 1.5.
Z uvedenych moznosti vede k jevu B jedind, a to (3,4). Pokud nastal jev A, je m(Q2) = 6, m(B) = 1, proto

Viz Obrazek 1.5. Vidime, ze pravdépodobnost jevu B je stejnd bez ohledu na to, zda mame informaci o tom,
Ze nastal ¢i nenastal jev A. Jevy A a B jsou proto nezavislé. Nyni by jiz méla byt ziejmd idea pojmu zavislé,
resp. nezavislé jevy a muzeme piikroc¢it k nasledujici véte.

Véta 1.4.1. Jsou-li A a B nezavislé jevy, potom plati rovnost
P(ANB)=P(A)-P(B). (1.2)

Uvedena véta tikd, jak urcit pravdépodobnost, ze dva jevy nastanou soucasné za predpokladu, Ze jsou
tyto jevy vzajemné nezavislé. Poznamenejme jesté, ze v praxi ¢asto neni hned zfejmé, zda jevy jsou, ¢i nejsou
nezdvislé a je nutné toto ovéfit méfenim. Pfi tomto méfen{ v podstaté ovéfujeme, zda plati vztah (1.2).

Ukazme si platnost véty 1.4.1 na jiz probranych piikladech. Uvazujme jevy B a C z Piikladu 1.9. Vime
(viz Piiklad 1.10), ze jevy B a C jsou zavislé. Déle jsme jiz vypocitali (viz Pitklad 1.9), ze plati:

P(B) = mm:% HBﬁ@:%.
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Obrazek 1.5: Vyznaceni jevu B pokud nastal jev A

Vsimnéte si, ze

P(BmC):é;éi— L1 py. P

1
T2 2
Pravdépodobnost priniku jevi v tomto piipadé neni rovna souéinu pravdépodobnosti téchto jevi, nebot
jevy nejsou vzdjemné nezdvislé. Pokud byste tedy pouzili vztah (1.2) v piipadé zavislych jevi, dostanete
Spatny vysledek.

Nyni uvazujme jevy A a B z Piikladu 1.11. Jev A N B predstavuje jev, pii kterém nastane jev A a
soucasné nastane i jev B, tj. hodime dvéma kostkami - na modré kostce padne ¢islo tii a soucasné na cervené
kostce padne ¢islo ¢tyii, tj. prunikem obou jevu je jediny piipad (3,4) z celkového poctu véech 36 moznych
vysledk, viz Obrézek 1.6. Proto je m(AN B) =1 a m(Q2) = 36 a plati:

6 ¢ o o & o &
5 e o o o o o
4 * ° °® ° ® °
3 e o o 6 o 8
2 e o o o o o
1 e o o o o e
0 1 2 3 4 5 6

Obrazek 1.6: Grafické vyjadieni P(A N B)

P(AmB):W:;G:é.

Pravdépodobnost priiniku jevii v tomto pifpadé je rovna souéinu pravdépodobnosti téchto jevil, nebot
z Ptikladu 1.11 vime, Ze oba jevy jsou vzajemné nezavislé.

Muzeme se ptat, jak se vypocitd pravdépodobnost pruniku jevi v piipadé, kdy jsou oba jevy zavislé.
Takovy vzorec existuje, nicméné k jeho vysloveni budeme potiebovat pojem podminéné pravdépodobnosti,
ktery dosud nemame zavedeny.

1.5 Pravdépodobnost sjednoceni nahodnych jevi

Nize vyslovime tii véty, které ukazuji jak pocitat pravdépodobnost, ze nastal alespon jeden z uvazovanych
jevu, tj. pravdépodobnost sjednoceni ndhodnych jevu.

Véta 1.5.1. Pro libovolné jevy A a B plati vztah

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B). (1.3)
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Specialné, jsou-li A a B nezavislé jevy, potom je

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B). (1.4)

Specidlné, jsou-li A a B neslucitelné jevy, potom je

P(AUB) = P(A) + P(B). (1.5)

Dale nasleduje véta, kterd je pifmym disledkem rovnice (1.5.2) a faktu, Ze jevy A a A jsou nesluéitelné

a pritom jejich sjednoceni tvofi mnozinu 2.

Véta 1.5.2. Pro pravdépodobnosti jevii A a A plat{ ndsledujici vzorec:

P(A) =1 - P(A). (1.6)

Priklad 1.12. Vypoctéte pravdépodobnosti, ze pfi hodu dvéma hracimi kostkami padne

a) na obou kostkach Sestka,

b) alespon jedna Sestka,

c) pravé jedna Sestka,
)

d) ani jedna Sestka.

Resenid: Nejprve obecny komentéf. Ndhodnym pokusem je hod dvéma kostkami, napi. modrou a éervenou.
e Ndhodny jev A nastane, pokud na prvn{ (modré) kostce padne Sestka.

e Néhodny jev B nastane, pokud na druhé (¢ervené) kostce padne Sestka.

Jiz vime, viz Piiklad 1.11, Ze jevy A a B jsou navzdjem nezavislé a plati:

P(4) =7, P(B)=c.

Nyni nasleduje teseni konkrétnich bodu.

a) Na obou kostkéch padne Sestka prévé tehdy, kdyz nastane jev A a soucasné nastane jev B. Jednd se o
prunik jevi A a B a vzhledem k nezavislosti obou jevu lze psat
P(ANB) = P(A)-P(B) = ~. L - 1
B 6 6 36
b) K uvedenému piipadu dojde, kdyz nastane alespon jeden z jevii A a B. Jednd se tedy o sjednoceni
jevu A a B a vzhledem k nezdvislosti obou jevu lze psat
1 1 1 11

P(AUB) = P(4) + P(B) - P(AN B) = P(A) + P(B) = P(A) - P(B) = ¢ + ¢ — 3¢ = 3.

c¢) Tvrzeni znamend, Ze bud padne Sestka na prvni kostce a na druhé nepadne, nebo na prvni kostce
nepadne Sestka a na druhé ano.

P[(ANB)U(ANB)=P(ANB)+ P(ANB)—-P(ANBNANB) =
(B)+ P

= P(A)- P(B) + P(4) - P(B) + P(0) =
15 51 10
66766 36

Komentdr k vipoctu: Jev ANBNANB je nemozny s nulovou pravdépodobnosti. Pokud napf. poéitdme
prinik jevii A a A, tak chceme, aby nastal jev A a soucasné jev opaény k jevu A, coz neni mozné.

d) Na prvnf kostce nastane jev A a soucasné na druhé kostce nastane jev B. Proto je

P(ZHE):P(Z)-P(E):%%:%.

Lze Tesit i nésledujicim zpusobem. Jev ,zadnd Sestka“ je doplnék k jevu ,alespon jedna Sestka“. Proto

plati
_ 1 25
P(ANB)=1-P(AUB)=1— — = —.
(ANB) (AU B) 36 = 36
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Priklad 1.13. Piitomnost nezadoucich piimési v mlééném vyrobku se testuje pomoci dvou nezavislych
zkouSek. Prvni zkougka odhali nezddouci pfimés s pravdépodobnosti p; = 0,96, druha zkouska s pravdépo-
dobnosti ps = 0,98. Jakd je pravdépodobnost, ze nezadouci piimés

a) odhali alespon jedna zkouska,
b) odhali pravé jedna z obou zkousek,

c¢) neodhali zadnd zkouska?

Obecny komentadr: Nahodnym pokusem je testovani vyrobku pomoci dvou nezavislych zkousek.

e Nahodny jev A nastane, pokud vyrobek ma nezadouci piimés a tu odhali prvni zkouska.

e Nahodny jev B nastane, pokud vyrobek ma nezddouci pfimeés a tu odhali druhd zkouska.
Ze zadéni pifkladu (zkousky jsou na sobé nezdvislé) vime, Ze jevy A a B jsou navzijem nezavislé a plati:

P(A)=0,96, P(B)=0,98.

Nyni nésleduje feseni konkrétnich bodu. Resend:

a) Jev ,alespon jedna zkouska“ je sjednocenim jevu A a B. Proto je

P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANnB) =

= P(A) + P(B) — P(A) - P(B) =
=0,96+0,98 — 0,96 - 0,98 = 0, 9992.

b) Jev ,pravé jedna zkouska“ znamend, ze nastane A a nenastane B, nebo nenastane A a nastane B.
” K K
Proto je

P[(ANB)U(ANB)=P(ANB)+ P(ANB) - P(ANBNANB) =

=P(A) - P(B)+ P(A)-P(B)+ P(0) =
=0,96-0,02+0,98-0,04 = 0,0584.

c) Jev ,zadna zkouska“ nastane tehdy, nenastane-li A a nenastane B, resp. nastane A a souc¢asné nastane
B. Je
P(ANB)=P(A)- P(B)=0,02-0,04 = 0,0008.

Lze pocitat i jako opacny jev k jevu ,,primés odhali alespon jedna zkouska“, potom je

P(AUB)=1-P(AUB) =1-0,9992 = 0,0008.

1.5.1 Ijlohy k samostatné praci

Priklad 1.14. Jaka je pravdépodobnost, ze pfi hodu dvéma kostkami bude soucet padlych ¢isel roven ¢islu
osm? Ndpovéda: Pouzijte schéma analogické Obrdazkum 1.3 az 1.6.

Priklad 1.15. Béhem dne maji byt doplnény zasoby ve skladu, pficemz zasobovani probihd pomoci dvou
kamionu, jejichz vylozeni trva pfesné 1 hodinu. Sklad pfijima kamiony k vyskladnéni v dobé od 8:00 do
16:00. Kamiony pfijizdi nezavisle na sobé ndhodné kdykoliv béhem pfijimaci doby. Pokud kamion pfijede
a vykladaci rampa je jiz obsazena jinym kamionem, musi tento pockat na vylozeni nakladu pfedchoziho
kamionu. Jaka je pravdépodobnost, ze jeden kamion bude muset ¢ekat na vylozeni pfedchoziho kamionu?
Ndpovéda: Vidite analogii s Adamem a Evou v Piikladu 1.87

Piiklad 1.16. V ruleté mohou padnout ¢éisla 0,1,2, ... 36. Hra¢ pti jednom kole hry ucinil celkem tii
sazky, pricemz vsadil na suda ¢isla, na ¢ervenou barvu a na prvni tucet. S jakou pravdépodobnosti vyhraje
alespon jednu z téchto 3 sdzek? Pozndmka: Pii feSeni sledujte hraci plan uvedeny na Obrazku 1.7.
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Obrézek 1.7: Hraci plan pro ruletu

Priklad 1.17. Vime, Ze plat{ nésledujici rovnosti: P(A) = 0.2, P(B) = 0.6, P(AN B) = 0.2. Rozhodnéte,
zda jsou jevy A a B:

e nezavislé,
e neslucitelné,

a svou odpovéd zdivodnéte.

Piiklad 1.18. Nahodny pokus spociva ve dvou hodech kostkou. Jev A nastane, jestlize pii prvnim hodu
padne ¢islo 3. Jev B nastane tehdy, padne-li pii druhém hodu ¢islo vétsi nez pfi prvnim hodu. Rozhodnéte,
zda jsou jevy A a B:

e nezavislé,
e neslucitelné,

a svou odpovéd zdivodnéte.

Piiklad 1.19. Ridi¢ na cesté do svého zaméstnani projizdi pies tii kiizovatky fizené semafory. Na kazdém
z nich mu svit{ zelend s pravdépodobnost{ 1/4. Vypoctéte pravdépodobnost, Ze

a) ,chytne zelenou vlnu“, tj. ze na vSech semaforech bude svitit zelend,
b) ,chytne ¢ervenou vlnu“, tj. Ze na vsech semaforech bude svitit ¢ervend,
c¢) bude ¢ekat pouze na prvnim semaforu.

Poznamka: Predpokladame, ze semafory jsou fizené nezavisle na sobé a tidi¢ kfizovatkou projizdi pouze pii
zeleném svétle na semaforu.

Priklad 1.20. Dva na sobé nezéavisli kontroloii kontroluji i¢etnictvi jedné firmy. V uctech je chyba. Prvni
kontrolor ji nalezne s pravdépodobnosti 0,85, druhy kontrolor ji nalezne s pravdépodobnosti 0,93. Jaka je
pravdépodobnost, ze

a) chybu odhali alespon jeden kontrolor,
b) chybu odhali oba kontrolofi,

¢) chybu neodhali ani jeden kontrolor.

Piiklad 1.21. Studenti maji v daném dni cviéeni ze ti{ ruznych pfedméti. Na kazdy predmét maji jiného
kantora, z nichz kazdy pfijde do hodiny pozdé s pravdépodobnosti 0.1, resp. 0.2, resp. 0.3. Vypoctéte
pravdépodobnost, ze:

a) alesponi jeden kantor pfijde vcas,

b) alespon jeden kantor pfijde pozdé.



KAPITOLA 1. NAHODNE JEVY A JEJICH PRAVDEPODOBNOST 13

Priklad 1.22. Zafizeni se skldda z 5 stejnych, na sobé nezavislych soucastek. Pravdépodobnost, ze kazda
z nich bude bezchybné pracovat alesponi 40 hodin, je rovna 0.95. Jaka je pravdépodobnost, ze zafizeni bude
fungovat alespon 40 hodin, staci-li, aby fungovaly alespon 4 soucastky?

Piiklad 1.23. Kolik hodu minci je tfeba provést, aby pravdépodobnost, Ze padne alespon jednou lic, byla
vetsi nez 0,97

1.6 Podminéna pravdépodobnost

Po prostudovani této kapitoly byste méli byt schopni:
e rozumét pojmu podminénd pravdépodobnost a umét jej vysvétlit na konkétnich ptrikladech,
e rozumét pojmu rozklad prostoru elementdrnich jevi a umét jej vysvétlit na konkétnich prikladech,
e rozumét pojmu uplnd soustava ndhodnijch jevi a umét jej vysvétlit na konkétnich piikladech,

e rozumét vzorci pro vypocet priniku pravdépodobnosti v obecném piipadé (tj. zalozeném na podminéné
pravdépodobnosti) a umét jej pouzit v odpovidajicich situacich,

e rozumét vzorci pro uplnou pravdépodobnost mdhodného jevu a umét jej pouzit v odpovidajicich si-
tuacich,

e rozumét tzv. Bayesové vzorci a umét jej pouzit v odpovidajicich situacich,
e rozumét pojmu rozklad prostoru elementdrnich jevi a umét jej vysvétlit na konkétnich piikladech,

e rozumét pojmu uplnd soustava ndhodnich jevi a umét jej vysvétlit na konkétnich prikladech.

Casto se stavd, ze ndhodny pokus ktery sledujeme, je dodateéné omezen jakousi podminkou, popiipadé
se muZe stat, ze az v prubéhu realizace ndhodného pokusu ziskdme néjaké informace, které omezuji vysledky
nédhodného pokusu. Pro popis téchto situaci je vhodny pojem podminéné pravdépodobnosti.

Nejcastéji lze uchopit pojem podminéné pravdépodobnosti tak, ze pfi ndhodném pokusu uvazujeme dva
jevy - A a B - a zjisfujeme, jaka je pravdépodobnost jevu A, jestlize vime, Ze nastal jev B. Mluvime pak o
podminéné pravdépodobnosti jevu A za podminky, Ze nastal jev B. Tuto situaci zna¢ime symbolem P(A|B).

Pocitdme-li nepodminénou pravdépodobnost jevu A, jde o jeho relativni velikost vici celému Q, zatimco
podminéna pravdépodobnost jevu A je jeho relativni velikost pouze vuci B, viz Obrazek 1.8. Zde obrézek

Q

A

B B

Obrazek 1.8: Definice podminéné pravdépodobnosti

vlevo ukazuje nepodminénou pravdépodobnost jevu A, zatimco obrézek vpravo zobrazuje podminénou
pravdépodnost jevu A, tj. pravdépodobnost, ze nastal jev A, vime-li, Zze nastal jev B.

Definice 1.6.1. Pravdépodobnosti ndhodného jevu A za podminky, ze nastal jev B (pro ktery plati P(B) #
0), budeme nazyvat ¢islo
P(ANB)

PAIB) = =55

(1.7)
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Priklad 1.24. Ndhodny pokus spociva v hodu kostkou. Jev A nastane tehdy, padne-li ¢islo vétsi nez 3.
Jev B nastane tehdy, padne-li sudé cislo. Jaka je pravdépodobnost jevu A, vime-li, ze nastal jev B, tedy
vime-li, ze padlo sudé ¢islo?

Reseni: Tuto tdlohu jsme jiz jednou fesili, viz Pifklad 1.10 na strané 7. Podivejme se na ni z hlediska
podminéné pravdépodobnosti. Ze zadani plyne, ze padlo sudé ¢islo, tedy nastal jev B. Mame vypocitat, jaka
je pravdépodobnost jevu A, kdyz vime, Ze nastal jev B, tj. mame urc¢it P(A|B). Jiz vime, ze

1 1
P(A)=—-, PB) =-.
(A)=3. P(B) =
Navic vime, viz Piiklad 1.9 na strané 5, ze
P(ANB)=-.
Dosazenim do vzorce (1.7) dostaneme
P(ANB) 1 1 2 2
PAB)=———"“/=3-2-.2=°2
(41B) P(B) ;3 31 3

coz je v souladu s vysledkem Piikladu 1.10.

Piiklad 1.25. Nahodny pokus spocivd konani konského dostihu. Jev A nastane tehdy, zvitézi-li kun se
startovnim ¢islem 1. Jev B nastane tehdy, zvitézi-li kun se startovnim éislem 2. Pravdépodobnosti jsou
P(A) = 0,2, P(B) = 0,1. Zavod zacal, koné béz{ a najednou kun s ¢islem 1 klopytnul na ptrekézce, a ze
zavodu odstoupil. Jakd je nyni pravdépodobnost vitézstvi koné s ¢islem 2?7 Tj. jaka je pravdépodobnost, ze
vyhraje kun ¢. 2, kdyz vime, ze nevyhraje kun ¢. 17 Jesté jinak - jaka je pravdépodobnost, Ze nastane jev B,
vime-li, Ze nastane jev A? (Jev A znamend, ze ki ¢. 1 nevyhraje).

Resent: Nasim tkolem je vypocitat pravdépodobnost P(B|A). Vzorec (1.7) upravime do podoby, ktera

odpovidé zadani tlohy. Je o
ppjA) = LB0A
P(A)

Nyni potfebujeme uréit hodnotu P(B N A) a P(A). Vzhledem k tomu, ze jevy A a B povazujeme za ne-
slucitelné (tj. bud vyhraje ki ¢. 1, nebo vyhraje kiii ¢. 2), jev B muZe nastat pouze tehdy, kdyZ nevyhraje
kaii €. 1, tj. kdyZ nastane jev A. Pro jev B tedy plat{ vztah B C A, proto P(BN A) = P(B) =0, 1.

Hodnotu P(A) ur¢ime snadno ze vzorce (1.6) na strané 10. Je
PA)=1-P(A)=1-0,2=0,8.

Dostavame tak rovnost .
P(B[A) = P(BDA) _ 0,1
P(A) 0,8

Pravdépodobnost vitézstvi koné ¢. 2 se po odstoupeni koné ¢. 1 ze zavodu zvysila na 0,125.

=0,125.

Nésledujici dvé tlohy pfedstavuji (ne)struéné uvedeni dvou vzorcu: tzv. vzorce pro iplnou pravdépodobnost
a Bayesova vzorce.

Piiklad 1.26. Nahodny pokus spo¢ivda v ndhodném vybéru jedné osoby. Jev A nastane tehdy, je-li touto
osobou muz, je P(A) = 0,5. Jev B nastane tehdy, ma-li vybrand osoba Fidi¢ské opravnéni, je P(B) = 0,75.
Predpoklddejme, Ze mezi muzi i Zenami je stejné procento osob s fidiéskym opréavnénim (tj. pfedpokldddme
nezdvislost drzen{ fidi¢ského oprdvnéni na pohlav{). Vypocitejte a interpretujte hodnoty

a) P(ANB),

b) P(A|B).

Resent: Ze zadani plynou tyto udaje:

e A ... vybér muze, P(A)=0,5
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o A ... vybér zeny, P(A)=0,5
e B ... vybér osoby s fidicskym oprdvnénim, P(B)=0,75
e B ... vybér osoby bez fidi¢ského opravnéni, P(B) = 0,25.

snazsi. Tento piistup zvolime nyni. Sledujte situaci na Obrazku 1.9. Mnozinu lidi, ze kterych vybirame, si

1 Q 1 Q 0,75 0,25 Q 0,75 Q

| o 7 A
N\ N

Obréazek 1.9: Ilustrac¢ni obrdzek k Prikladu 1.26

predstavime jako body v jednotkovém ¢tverci, tj. ve ¢tverci s délkou strany rovnou jedné, viz podobrazek a).
Vybér ¢lovéka je analogicky vybéru bodu z vnitiku ¢tverce. Jev A je symbolizovan vybérem bodu z horni
poloviny étverce, tj. z modie vysrafované ¢dsti podobrazku b), resp. jev A nastane pti vybéru bodu z doln{
poloviny Ctverce, tj. z Cervené vysrafované ¢asti podobrdzku b). Pravdépodobnost, ze ndhodnym vybérem
zvolime bod ze sekce A je stejné jako pravdépodobnost volby ze sekce A, nebot obé vysrafované plochy jsou
stejné velké.

Nyni uéinfme dilezité pozorovani, které budeme dile éasto pouzivat. Pravdépodobnosti jevii A a A
odpovidaji obsahu vysrafovanych obdélnikd, coz snadno zduvodnime podle vzorce (1.1). Je

Za mohutnost mnozin A a ) jsme pritom uvazovali obsahy uvedenych ploch, analogicky dle postupu
v Pfikladu 1.8 na strané 4. Tim, Ze je obsah 2 roven jedné, lze v podilu ve vzorci (1.1) jmenovatel zlomku
ignorovat, a pravdépodobnost zkoumaného jevu polozit rovnu hodnoté vyrazu v ¢itateli zlomku, tj. pfimo ob-
sahu utvaru, ktery symbolizuje dany jev. Tato uvaha pritom plati vzdy, kdyz je prostor vSech elementarnich
jevu  reprezentovén jednotkovym ¢étvercem z podobrazku a). Tim vypocty pravdépodobnosti prevadime
na vypocty obsahu ploch, které symbolizuji dané jevy.

Vsimnéte si, ze jevy A i A se nachéazeji v obdélnicich o rozmérech 1 x 0,5, jejichz obsahy jsou rovny 0,5,
coz jsou i pravdépodobnosti obou jevii. Podobné miizeme zobrazit i jevy B a B a jejich pravdépodobnosti, viz
podobrizek c¢). Jev B je symbolizovan vybérem bodu z levého obdélniku, tj. z modie vysrafované ¢dsti po-
dobrazku c) a jev B nastane pii vybéru bodu z pravého obdélniku, tj. z éervené vysrafované ¢asti podobrazku
¢). Pravdépodobnost, ze ndhodnym vybérem zvolime bod ze sekce B je rovna obsahu modfe vysrafované
plochy vlevo a plati P(B) = 10,75 = 0,75. Analogicky P(B) = 1-0,25 = 0,25, coz odpovid4 tdajim
v zadani ulohy.

Nyni se vratime k zadén{ piikladu a vyfesime dlohu a). Nasim tkolem je vypocitat P(AN B); tedy prav-
dépodobnost, ze jevy A a B nastanou soucasné. Jinymi slovy - chceme urcit pravdépodobnost, ze ndhodné
vybrany ¢lovék bude muz s fidi¢skym opravnénim. V analogii s mnozinou bodu - vybirdme z mnoziny vsech
bodu a chceme védeét, jaka je pravdépodobnost, ze vybrany bod lezi v pruniku oblasti A a B - coz je oblast
na podobrazku d), kterd je dvojité vysrafovand. Tato plocha tvoif obdélnik o rozmérech 0,5 x 0,75 a obsah
tohoto obdélniku soucasné udévd pravdépodobnost pruniku obou jevi P(AN B) = 0,5-0,75 = 0,375.
Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana osoba bude muz s fidicskym opravnénim je rovna 0, 375.

Nyni se budeme vénovat tloze b), tedy vypoctu a interpretaci pravdépodobnosti P(A|B). Za¢neme in-
terpretaci hledané pravdépodobnosti. P(A|B) obecné znamend, ze vime, Ze nastal jev B a ptdme se, jakd je
nyni pravdépodobnost, ze nastal jev A. Situaci si muzeme predstavit tak, ze policista zastavil automobil se
zatmavenymi skly a pfes okno nevidi, zda je fidicem auta muz ¢i zena. Nicméné - osoba, kterd automobil #idi,
m4 Fidicské opravnéni (ehm), takze vime, Ze nastal jev B. Z nasich tivah tak muzeme vypustit skupinu lid{
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bez fidi¢ského opravnéni a prostor elementérnich jeva €2 budou v tomto pripadé tvorit pouze lidé s fidi¢skym
opravnénim, viz prava strana Obrazku 1.11. Vuéi této mnoziné budeme poméfovat mohutnost jevu A. Nyni

0,75 Q

0,5 0,5

GGRHRRNKS
SXHIRLAXRKRS

GOGEHIRRAXHKS
I

SRS
02050207620 %2022

0,75 0,75
Obrazek 1.10: Ilustra¢ni obrazek k Prikladu 1.26

vypocteme P(A|B) na zdkladé tohoto obrazku. Hledand pravdépodobnost odpovidd podilu muzu s fidiéskym
opravnénim (dvojité srafovand oblast) na poc¢tu vsech osob s fidi¢skym opravnénim. Toto odpovidd podilu
obsahu dvojité srafovaného obdélniku ku obsahu celé oblasti B. Je

. 0,5-0,75

P(A|B) = =2 = 0.5.

Tedy pravdépodobnost, ze ndhodné vybranou osobou s fidi¢skym opravnénim je muz, je rovna 0, 5.

K pravé provedenému vypoctu piipojime dvé poznamky. Ta prvni souvisi s tim, ze pravdépodobnost
vybéru muze je stejnd v piipadé kdy mame informaci o vlastnictvi fidi¢ského opravnéni i v pripadé, kdy
tento tidaj nemdme. Za této situace je tedy P(A) = P(A|B) a rovnost téchto dvou pravdépodobnosti ukazuje,
ze jevy A a B jsou nezavislé. Tj. dodatecna informace o tom, zda nastal jeden jev, neméni pravdépodobnost
druhého jevu. V piipadé nezdvislych jevi A a B bude vzdy tato rovnost platit.

Druhé poznamka ukaze, jak bychom zadanou podminénou pravdépodobnost jednoduse vypocitali pomoci
vzorce (1.7). Plati
P(ANnB) 0,5-0,75

P(A|B) = P(B) 0,7 =05,

kde hodnotu P(AN B) jsme vypodcitali v ¢dsti a). Vsimnéte si, ze oba postupy (graficky i dosazeni do vzorce)
vedou ke stejnému vysledku a uvedeny graficky piistup vlastné vysvétluje vzorec (1.7).

Priklad 1.27. Jevy A a B jsou stejné jako v predchozim ptikladé, ale nyn{ je P(A) = 0,60, P(B|A) = 0, 80,
P(B|A) =0,65.
a) Vysvétlete, co znamenaji podminéné pravdépodobnosti P(B|A) = 0,80, P(B|A) = 0,65,
b) urcete P(B),
c) urcete P(AN B),

)

d) urcete P(A|B).

Reseni: Ze zadéani plyne:
e A ... vybér muze, P(A)=0,6
o A ... vybérzeny, P(A)=1-P(A)=1-0,6=0,4
e B ... vybér osoby s fidi¢skym oprdavnénim, P(B) neni uvedena,

e B ... vybér osoby bez fidiéského opravnéni, P(B) neni uvedena.

Déle se budeme vénovat jednotlivym tkolum.
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a)

Nez si nize v textu piectete odpovéd, zkuste si sami zformulovat, co tyto pravdépodobnosti znamenaji.
...Obecné - pii prici s P(B|A) vime, Ze nastal jev A a ptdme se, jakd je pravdépodobnost, Ze nastal
jev B. Tedy - vime, Ze vybranou osobou je muz a zjistujeme pravdépodobnost, Zze m4 fidiéské opravnéni.
Tato pravdépodobnost je rovna 0,8. To znamend, ze 80 % muzu m4 ridi¢ské oprdvnéni (pak existuje
80% pravdépodobnost, ze kdyz vybereme muze, bude mit fidi¢ské oprdavneéni). Také to znamend, ze
20 % muzu ridicské opravnéni nemd, tedy existuje 20% pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany muz
nem4 fidiéské opravnéni, tj. plati P(B|A) = 0, 2.

Analogicky, P(B|A) = 0,65 znamend toto: vime, Ze jsme vybrali Zenu a pravdépodobnost, 7e tato zena
m4 Fidicské opravnéni je 0,65. To znamend, Ze mezi Zenami je 65 % drzitelek Fidicského oprdvnéni a
zbyvajicich 35 % zen jej nema, tj. plati P(B|A) = 0, 35.

V této iloze méme urcit hodnotu P(B). Opét se odkdzeme na sadu podobrézku v Obrézku 1.11. Stejné
jako v Prikladu 1.26 vyuzijeme ztotoznéni ndhodného vybéru osoby a ndhodného vybéru bodu z jed-
notkového étverce, ktery predstavuje mnozinu Q, viz podobrézek a). Podobrizek b) ukazuje rozdéleni

1 Q 1 Q 0.8 02 Q 0.8 Q
o7 ]
0.6 0.6 0.6
: BlA g
0.4 0.4 0,4
B|A

- 1 0.65 035 0.65
a) b) ¢) d)

Obrazek 1.11: Tlustrac¢ni obrazek k Piikladu 1.27

muzu a zen v mnoziné Q. Tentokrdt je muzu celkem 60 % populace; body, které predstavuji muze
proto musi zaujimat 60 % plochy. Jev A nastane pii vybéru bodu z horntho obdélniku (s modrym
grafovdnim) - tento obdélnik mé rozméry 0,6 x 1, jeho obsah je roven 0,6 a obsah plochy A tedy
odpovidé pravdépodobnosti jevu A.

Zen je 40 %, plocha obsahujici zeny tedy vypliuje 40 % z © a jedna se o dolni obdélnik s Gervenym
srafovanim. Rozméry dolniho obdélniku jsou 0,4 x 1, jeho obsah je roven 0,4 a obsah plochy A tedy
odpovidé pravdépodobnosti jevu A.

V podobrizku ¢) pouzivdme znalost pravdépodobnosti P(B|A) a P(B|A). Jiz vime, 7ze rovnost P(B|A) =
0,8 iikd, ze mezi muzi méa 80 % z nich Fidiéské oprdvnéni. Na podobrizku c) jsme tedy na plose A
(horn{ obdélnik) vybrali 80 procent této plochy (modré srafovani) a ta predstavuje muze s Fidiéskym
opravnénim. Zbytek plochy A symbolizuje muze bez fidi¢ského opravnéni. Déle, rovnost P(B|A) = 0, 65
znamend, ze 65 % zen mé Fidi¢ské oprdvnéni. V dolnim obdélniku vybereme 65 % této plochy (vy-
znaceno ¢ervenym srafovdnim), a ta bude symbolizovat zeny s fidiéskym oprdvnénim. Vidime, ze pokud
budeme vybirat body pouze z dolniho obdélniku, pravdépodobnost vybéru bodu z ¢ervené vysrafované
oblasti je rovna 0,65, coz odpovidd P(B|A).

Nynf jsme jiz schopni uré¢it P(B). Jev B nastane, pokud vybereme osobu s fidi¢skym oprdvnénim (bez
ohledu na pohlavi). Osoby s Fidiéskym prukazem se nachdzeji ve vysrafované oblasti na podobrazku d).
Zjistujeme pravdépodobnost, Ze pfi ndhodném vybéru bodu z celé 2 vybereme bod z vysrafované é4sti.
Tato pravdépodobnost odpovidd podilu obsahu vysrafované ¢asti vaci obsahu celé €. Obsah plochy €2
je roven jedné, tedy hledand pravdépodobnost odpovida obsahu vysrafované plochy a plati

P(B)=0,6-0,8+0,4-0,65=0,48 + 0,26 = 0, 74.

Pravdépodobnost vybéru osoby s fidi¢skym oprdvnénim je rovna P(B) = 0, 74.

Nyni jesté okomentujeme vyse uvedeny vypocet. Hledanou pravdépodobnost jsme dostali jako soucet
obsahu dvou obdélnfkii, které jsme oznaéili symboly B|A a B|A. Kazdy z nich m4 délku stran od-
povidajici jednak pravdépodobnostem P(A), resp P(A), jednak P(B|A), resp. P(B|A), proto je

P(B) = P(A) - P(B|A) + P(4) - P(B|A). (1.8)
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c)

Hodnota P(AN B) piedstavuje pravdépodobnost, Ze pii ndhodném vybéru osoby (bodu) z Q vybereme
takovou osobu (bod), Ze nastane jev A a soucasné jev B, tedy vybér muze s fidi¢skym opradvnénim.
Hodnotu P(A N B) ur¢ime tpravou vzorce 1.7 pro tuto situaci. Je

(AN B)

P(A|B) = PP(B) P(ANB)

P(B|A) = PP(A) P(AN B) = P(A) - P(B|A),

pficemz hodnoty P(A) a P(B|A) zndme.
P(ANB) = P(A)- P(B|A) =0,6-0,8 = 0, 48.

Pravdépodobnost, ze pii ndhodném vybéru osoby vybereme muze s fidicskym opravnénim je rovna
0,48.

Opét doplnime krétky komentaf pomoci podobrézka Obrazku 1.12. Podobrazek a) ukazuje vysrafovanou
plochu, ve které body predstavuji muze. Vybér bodu z vysrafované ¢asti predstavuje vybér muze, tedy

1 @) 0.8 Q 0.8 Q

0,6

>

0,6 0,6

>

N

0,4

| 3

Obrézek 1.12: Tlustracni obrazek k Pifkladu 1.27 ¢)

jev A. Vysrafovand plocha na podobrdzku b) predstavuje osoby s Fidicskym oprdvnénim, pii jejich
vybéru nastane jev B. Dvojité vysrafovand plocha na podobrizku c) tedy pfedstavuje prunik obou jeva
- situaci, kdy vybrana osoba je muz s fidi¢skym prikazem. Pravdépodobnost, Ze nastane jev AN B je
rovna podilu obsahu plochy A N B ku obsahu 2, tedy pfimo obsahu obdélniku A N B. Tento obdélnik
mé délky stran 0,6 x 0,8, kde 0,6 = P(A4) a 0,8 = P(B|A). Proto je P(AN B) = P(A) - P(B|A).

Pii urc¢ovani hodnoty P(A|B), ze vime, ze byla vybrdna osoba s fidi¢skym oprdvnénim a méme uréit

pravdépodobnost, ze tato osoba je muz. Pfi vypoctu muzeme pouzit jiz zndmé vysledky. Vyjdeme ze
vzorce (1.7), do kterého dosadime vysledky ¢dsti b) a ¢) tohoto piikladu. Je
(AN B) P(A)- P(B|A) 0,6-0,8 0,48

P
PAIB) = =55 " P(A)-P(B|A) + P(4)- P(B[A) 0,6-0,8+0,4-0,65 0,74

=0, 649.

Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrand osoba s fidiéskym prukazem je muz, je rovna pfiblizné 0, 649.

K vysledku opét pripojime nékolik komentaitu. Pokud nemame dalsi informace, tak pravdépodobnost,
ze ndhodné vybrand osoba je muz, ¢ini P(A) = 0,6. Pokud mdme navic informaci, ze dand osoba
m4é Fidicské opréavnéni, tak se pravdépodobnost vybéru muze zvysila na P(A|B) = 0,649. V principu
je to déno tim, Ze mezi muzi je podle zadani vice drzitelu fidi¢ského opravnéni nez mezi zenami.
Povédomost o (ne)vlastnéni ridi¢ského opravnéni vybrané osoby zmeénila pravdépodobnost, zda tato
osoba je ¢i nenf muz. Podle jiz diive feGeného to znamena, ze jevy A a B jsou v tomto piikladu zavislé.
Také to znamemd, ze pro zivislé jevy A a B plati P(A) # P(A|B). Berte toto tvrzen{ jako doplnéni
ke komentari k Vété 1.4.1 na strané 8.

Vzorec
P(A)- P(B|A)

P(A)- P(B|A) + P(A) - P(B|A)
pouzity pro vypocet P(A|B) lze opét snadno zduvodnit grafickych ndhledem. Pro P(A|B) predpoklé-
déame, Ze nastal jev B, tj. body, ze kterych provadime vybér, se nachazeji pouze ve vySrafované ¢asti

P(A|B) = (1.9)
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na levé strané Obrazku 1.13. Zajima nés, jaka je pravdédépodobnost, ze kdyz vybirdme pouze z téchto
bodu, nase volba padne na bod, ktery patii do jevu A, tedy do ¢asti AN B, ktera je predstavovana
dvojité vysrafovanou ¢dsti v pravé ¢dsti obrdzku. Hodnota pravdépodobnosti odpovidd poméru obsahu
obou zminénych ¢éasti.

0,8 Q 0,8

0.6 0.6

0,4 0.4

| 3 p74

0,65 0,65

Obrazek 1.13: Tlustra¢ni obrézek k Piikladu 1.27 d)

Za pomoci Ptikladu 1.26 a 1.27 jsme odvodili dva dulezité vztahy.

Véta 1.6.2 (Vzorec pro tplnou pravdépodobnost). Méjme jev A a jev k nému opacénij A. Pak pro
libovolng ndahodny jev B plati

P(B) = P(A) - P(B|A) + P(A) - P(B|A). (1.10)

Véta 1.6.3 (Bayestv vzorec). Méjme jev A a jev k nému opacny A, a nechf plati, Ze P(A) # 0, P(A) # 0.
Ddle necht pro ndhodny jev B plati P(B) # 0. Pak plati

P(A) - P(B|A)
P(A)- P(B|A)+ P(A)- P(BJA)

P(A|B) = (1.11)

Ukazme si pouziti obou vét v nasledujicich piikladech.

Priklad 1.28. Dva stroje vyrabéji tentyz vyrobek, prvni stroj vyrabi 60 % produkce a druhy stroj vyrdbi
40 % produkce. Pravdépodobnost vyrobeni zmetku u obou stroju je po radé 5% a 3 %. Jaka je pravdépo-
dobnost toho, ze ndhodné vybrany vyrobek z produkce je zmetek?

Reseni: Oznaéme si tyto ndhodné jevy:

A ... vyrobek byl vyroben na prvnim stroji,
A ... vyrobek byl vyroben na druhém stroji,
B ... vyrobek je zmetek.

Pokud vyrobek pochézi z prvniho stroje, pak pravdépodobnost, Ze se jedné o zmetek, je rovna 0, 05. Tj. pokud
nastal jev A, pak pravdépodobnost, ze nastane i jev B odpovidd P(B|A) = 0,05. Analogicky, hodnotu 0,03
dostaneme, pokud vime, Ze vyrobek pochdz{ z druhého stroje (nastal jev A) a chceme znat pravdépodobnost,
7e je to zmetek (tedy pravdépodobnost, Ze nastane jev B, kdyz nastal jev A). Je tedy:

P(A)=0,60, P(A)=0,40, P(B|A)=0,05 P(B|A)=0,03.
Dosazenim do vzorce pro tplnou pravdépodobnost obdrzime

P(B) = P(A)- P(B|A)+ P(A) - P(B|A) = 0,60 - 0,05 + 0,40 - 0,03 = 0, 042.

V celkové produkci je tedy 4,2 % zmetku.
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Priklad 1.29. Velkoobchod odebird pocitace od dvou dodavatelu. Prvni dodavatel pokryva odbér velko-
obchodu z 80 %, pricemz 75 % doddvky tvori pocitace osazené procesorem Intel. Druhy dodavatel pokryvéa
odbér velkoobchodu ze zbyvajicich 20 %, pficemz 60 % doddvky tvoil pocitace osazené procesorem Intel.
Pokud by si zdkaznik vybral pocitac¢ zcela nahodné, jaka je pravdépodobnost, ze tento pocita¢ bude osazen
procesorem Intel?

Resend: Oznaéme si tyto ndhodné jevy:

A ... ndhodné vybrany pocita¢ je od prvniho dodavatele,
A ... ndhodné vybrany poéitaé je od druhého dodavatele,
B ... nahodné vybrany pocitac je osazen procesorem Intel.

Podle znéni 1lohy zjistime, néasledujici pravdépodobnosti:
P(A)=0,80, P(A)=0,20, P(B|A)=0,75, P(B|A)=0,60.
Dosazenim do vzorce pro tuplnou pravdépodobnost obdrzime

P(B) = P(A)- P(B|A) + P(A) - P(BJA) =0,80-0,75+ 0,20 - 0,60 = 0, 72.

Pravdépodobnost, ze nahodné vybrany pocitac je osazen procesorem Intel, je rovna 0, 72.

Priiklad 1.30. Uvazujme stejné zadani jako v Prikladu 1.29. Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany
pocitac s procesorem Intel pochazi od prvniho, resp. druhého dodavatele?

Reseni: Podle piedchoziho zadani je pravdépodobnost, ze PC s procesorem Intel pochizi od prvniho doda-
vatele, podminénd pravdépodobnost P(A|B). Podle Bayesova vzorce je

P(A) - P(B|A) 0,8-0,75 0,6 -

P(A|B) = L = = —0,833
(4B) P(A)- P(B|A) + P(A)- P(B[A) 0,8-0,75+0,2-0,6 0,72

P(AB) = P(A) - P(B[A) 0,2-0,6 _012 e

P(A)- P(B|A) + P(A) - P(B|A) - 0,8-0,754+0,2-0,6 0,72
Pravdépodobnost, ze PC s procesorem Intel pochézi od prvniho dodavatele je cca 0,833, od druhého doda-
vatele 0, 167.

Priklad 1.31. Sportovci podstupuji pii dopingové kontrole test, ktery by mél odhalit pouzivani zakazanych
latek. Predpokldadejme, Ze naprostéd vétsina sportoveu je poctiva a nedovolenym zpusobem si pomaha pouze 1
sportovec z 1000. (Uznavam, ze tento idaj asi nikdy pfesné nezjistime a o jeho pfesnéjsi hodnoté lze vést de-
batu.) Pokud kontrolovany sportovec doping pouziva, test to z odebraného vzorku rozpoznd v 99 % piipadu.
Necht m4 ale toto vySetfeni zaroveni 5% falegnou pozitivitu (tj. 5 % z pozitivnich test pati{ sportoveiim,
ktef{ ve skutecnosti doping nepouzivaji, tj. test je prespiilis citlivy). Vypoctéte, s jakou pravdépodobnosti
kontrolovany sportovec skutec¢né pouziva zakazané prostiedky, jestlize méa pozitivni dopingovy test.

Reseni: Ndhodnym pokusem je vybér osoby a jeji otestovani na pouzivani dopingu. Zavedeme ndhodné jevy
D aT, kde:

e Jev D nastane, pokud testovany sportovec dopuje, tj. uziva zakazané latky podporujici vykon,
e jev T nastane, pokud ma sportovec pozitivni test na doping.

Ze zadéani plyne

e P(D) = 0,001,

[}
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pricemz checeme uréit P(D|T), tj. pravdépodobnost, ze sportovec opravdu dopuje, pokud mé pozitivn{ test.
Podle Bayesovy véty je

P(DIT) = P(D) - P(T|D) B 0,001 - 0,99
~ P(D)-P(T|D)+ P(D)- P(T|D)  0,001-0,99 + 0,999 - 0,05
0,00099 ~0,00099

= =0,01943 < 0,02.

0,00099 + 0,04995  0,05094
Prestoze test vysel pozitivni, pravdépodobnost, ze sportovec dopuje, ¢ini priblizné 0,019. Jinymi slovy,
za vySe uvedenych podminek vice nez 98% sportoveu, kterf maji pozitivni test na doping, ve skutecnosti
nedopuje.

Priklad 1.32. V této tloze navazeme na predchozi tlohu. Plati stejné zadani ohledné vlastnosti testu a
poctu dopujicich sportoveu. Nyni navic nechame sportovce, ktefi méli pozitivni test, otestovat jesté jednou -
kontrola vzorku B. Jaka je potom pravdépodobnost, ze sportovec, jehoz druhy test vysel pozitivni, opravdu
dopuje?

Resent: Jevy D a T znamenaji totéz jako v Pikladu 1.31. Zménou oproti postupu feseni v piedchozi tloze
je, ze nyni se jiz vénujeme pouze sportovcum, u kterych prvni test vysSel pozitivni. Pouzijeme vysledek
z predchozi ilohy a vime, Ze mezi témito sportovci dopuje 1,94 %, tj. ve skupiné osob, u kterych provadime
druhy test, je 1,94 % dopujicich (oproti 0,1 % v puvodni dloze). Z toho duvodu je nyni P(D) = 0,0194.
Dostavame tak,

e P(D) =0,01943,

°
)
S|

S~—
I

o
©
o)
S
&

=

o P T|ﬁ) =0, 05.

Dosazenim do Bayesova vzorce dostaneme

P(DIT) P(D) - P(T|D) B 0,0194 - 0,99
" P(D)- P(T|D)+ P(D)- P(T|D)  0,01943-0,99 + 0,98057 - 0,05
0,019206 0,019206

= = =0, 281.
0,019206 + 0,0490285  0,0682345 ’

Pravdépodobnost, ze sportovec se dvéma pozitivnimi testy skutecné dopuje, je rovna pfiblizné 0, 281.

Néjaky podrobnéjsi komentai k pravé vyfeSené tloze vynechdme, nebof vstupni data jsou vymyslend
a jisté neodpovidaji realité. Bylo by tedy chybou tyto vysledky néjak zobecnovat. Nicméné, vyse uvedeny
postup ukazuje na chyby, které ¢asto proviaddme v nasich tsudcich - predpoklddam, ze vysledky tloh byly
necekané a prekvapujici - prestoze vypocet je proveden spravné!

Nésledujici dloha je naprosto nepraktickd, nicméné hezky ilustruje praci s podminénymi pravdépodob-
nostmi.

Piiklad 1.33. V osudi je 5 ¢ernych a 15 bilych kouli. Z osudi se vytahne jedna koule, vrati se zpét, prida
se 20 kouli stejné barvy, jakou méla vytazenad koule a tah se opakuje. Jakd je pravdépodobnost, ze druhd
vytazena koule bude ¢erna?

Reseni: Nahodnym pokusem je postupny vybér dvou kouli z osudi. Oznaéme si tyto ndhodné jevy:

A ... prvni vytazend koule je ¢ern4,
A ... prvni vytazend koule je bil4,
B ... druha vytazena koule je ¢erné.

Podle zadani ulohy vyjadiime nasledujici pravdépodobnosti.

e P(A)=5/20... (v osudi je 5 ¢ernych kouli),
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e P(A)=15/20 ... (v osudf je 15 bilych kouli),

e P(BJA) =25/40 ... (v prvnim tahu jsme vybrali ¢ernou kouli, vratili ji zpét a pridali 20 koulf cerné
barvy, tj. nynf je v osudi 25 ¢ernych kouli z celkového poctu 40 kouli),

e P(B|A) =5/40 ... (v prvnfm tahu jsme vybrali bilou kouli, vratili ji zpét a piidali 20 bilych kouli,
tj. nyn{ je v osud{ 5 éernych koul{ z celkového poctu 40 koulf).

Chceme znat pravdépodobnost, ze v druhém tahu vybereme ¢ernou kouli, tj. chceme znat pravdépodobnost
jevu B. Dosazenim do vzorce pro uplnou pravdépodobnost obdrzime

5 25 15 5 1

P(B) = P(A) - P(B|A) + P(A) - P(B|A)

2020720 071

Pravdépodobnost, ze v druhém tahu bude vytazena ¢erna koule, je 0, 25.

1.6.1 Rozklad prostoru elementarnich jevu - tiplna soustava nahodnych jeva

Vyse uvedené poznatky, zejména znéni Vét 1.6.2 a 1.6.3 lze zobecnit. K tomu potfebujeme zavést pojem
Uplnd soustava ndahodnijch jevi. K jeho ilustraci uvedeme nésledujici tlohu.

Piiklad 1.34. Nihodnym pokusem je vybér osoby v CR. Podle toho, jaké je nejvyssi dosazené vzdélani
dané osoby, zavadime tyto ndhodné jevy.

e jev Ay - vybér osoby s nejvyse ZS

e jev Ay - vibér osoby s SS bez maturity
e jev As - vybér osoby s SS s maturitou
e jev Ay - vybér osoby s VS

Vsimnéte si, ze pii vybéru kazdého obéana CR nastéva pravé jeden z uvedenych jevil - zadné dva riizné
jevy nemohou nastat soucasné - jevy A; az A, jsou navzajem neslucitelné. Sjednoceni vsech jevu vsak dava
dohromady cely prostor elementérnich jevi Q, tj. kazdy obéan CR patii do jedné z vyse uvedenych skupin.

Definice 1.6.4. Nahodné jevy Ay, Ay, As, ..., A, budeme nazyvat uplnou soustavou ndhodnijch jevi pravé
tehdy, plati-li pro vSechna i # j rovnost A; N A; = 0 a soucasné je Ay UA;U...UA, =Q.

Piiklad 1.35. Néhodny pokus spocivd v nahodném vybéru osoby v CR. Nahodny jev N nastane, je-li
vybrand osoba nezaméstnand. Déle uvazujme stejné jevy A; az Ay jako v Piikladu 1.35. Pro zavedené jevy
plati pravdépodobnosti P(A;) = 0,15, P(Az) = 0,30, P(A3) = 0,35, P(A4) = 0,20 a déle plati:

e P(N|A;) =0,15,
o P(N|Ay) =0,11,
o P(N|As) =0,08,
e P(N|Ay) =0,03.

Interpretujte jednotlivé pravdépodobnosti a vypoctéte P(N).

Reseni: Nage tivahy pii fesenf tilohy budeme opirat o podobrazky a) az c¢) Obrazku 1.14. Opét budeme
vychézet z analogie vybéru lidi z populace CR a vybéru bodi z jednotkového étverce, kde vybér éloveka
promitneme do vybéru bodu. Podobrazek a) zobrazuje prostor elementdrnich jevi 2. Tento ¢tverec rozdélime
na Ctyfi ¢asti tak, aby proporcionédlné odpovidaly pravdépodobnostem jevi A; az Ay, viz podobrézek b), kde
¢isla na levé strané obrézku odpovidaji vyskdm jednotlivych obdélnikii. Poznamenejme, Ze rovnost P(A;) =
0,15 fik4, ze v populaci je 15 % lid{ s nejvyssim dosazenym vzdélanim odpovidajicim nejvyse ZS, podobné pro
As a7z Ay. Podobrézek ¢) pak zndzoriuje podminéné pravdépodobnosti P(N|Ay) az P(N|A4), kde rovnost
P(N|A;) = 0,15 znamend, ze mezi lidmi s nejvyse ZS je 15 % nezaméstnanych, rovnost P(N|As) = 0,11
znamend, ze mezi lidmi se SS bez maturity je 11 % nezaméstnanych atd. Nezaméstnani se v jednotlivych
pruzich nachazeji v tmavych obdélnicich. Délka zdkladny obdélniku v pruhu A; je rovna 0,15 a odpovida
P(N|A;), délka zékladny obdélniku v pruhu As je rovna 0,11 a odpovidd P(N|A3) atd.
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Q Q Q
0,15 A 0,15 4
0,30 Ay 0,30 A
0,35 As 0,35 As
0,20 Ay 0,20 Ay
a) b) ¢)

Obrézek 1.14: Ilustracni obrazek k Prikladu 1.35

Hodnota P(N) tikd, jaka je pravdépodobnost, Ze pfi ndhodném vybéru bodu z jednotkového ¢tverce (coz
odpovidd ndhodnému vybéru jednoho obcana z populace CR) bude tento bod lezet v tmavych obdélnicich
(coz odpovidé tomu, ze tato osoba bude nezameéstnand). Pozadovanou pravdépodobnost vypocteme tak, ze
spoleény obsah tmavych obdélnik vydélime obsahem jednotkového Ctverce, tedy odpovida souctu obsaht
tmavych obdélniku. Tim dostavame nésledujici rovnost.

P(N)=0,15-0,15+0,30-0,11 4+ 0,35 - 0,08 + 0,20 - 0,03 = 0, 0225 4 0,033 + 0,028 + 0,006 = 0,0895
Pravdépodobnost, ze pfi ndhodném vybéru dojde k vybéru nazaméstnaného, je rovna 0, 0895.
Vypocteny piiklad muzeme zobecnit do znéni nasledujici véty.
Véta 1.6.5. Nechf Ay, Ay, As, ..., A, je iplnd soustava ndhodnijch jevii, necht pro viechna i =1,2,...,n
plati, Ze P(A;) # 0. Pak pro libovolng ndhodny jev B plati

P(B) = zn:P(Ai) - P(B|A;i) = P(A1) - P(B|A1) + P(A2) - P(B|Az) + ...+ P(Ayn) - P(B|4,).  (1.12)

Nésledujici tloha predstavuje uvod do zobecnéni Bayesova vzorce pro jevy tvorici uplny systém nahodnych
jevu.
Piiklad 1.36. Zadan{ tlohy je stejné jako v Pifkladu 1.35. Urcete a interpretujte P(A1|N).
Resend: Pii fesen{ tilohy vyjdeme z Obrézku 1.15. Hodnota P(A;|N) znamend pravdépodobnost, Ze ndhodné
vybrang osoba mé nejvyse ZS, kdyz vime, Ze se jednd o nezaméstnaného Eloveka. Jinymi slovy - vime, ze
vybirame pouze z osob, které jsou nezaméstnané a chce zjistit pravdépodobnost, Ze vybrana osoba ma nejvyse
ZS. 7 hlediska naseho grafického pifstupu to odpovids situaci, kdy vybirdme body ze zatmavené plochy na

0,15 Q

0,15 A
0, 30 e
0,35 Az
0, 20 My

Obréazek 1.15: Ilustracéni obrizek k Piikladu 1.36

Obrézku 1.15 a chceme znat pravdépodobnost, ze tento bod navic lezi v nejvyse polozeném pruhu, tj. v pruhu
A;. Tato pravdépodobnost odpovidd podilu obsahu obdélniku v pruhu A; ku obsahu celé zatmavené plochy.
Vime, zZe jednotlivé obdélniky maji rozmeéry P(A;) x P(N|A;), je proto
0,15-0,15 0,0225
P(A4|N) = =
0,15-0,1540,30-0,1140,35-0,08 4+ 0,20-0,03  0,0895

= 0,2514.
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Vypocteny piiklad muzeme zobecnit do znéni nasledujici véty.

Véta 1.6.6. Necht Ay, As, As, ..., A, je uplnd soustava ndhodnijch jevi, necht pro viechna j =1,2,...,n

platt, ze P(A;) # 0, necht pro ndhodny jev B plati P(B) # 0. Pak pro kazdé j =1,2,...,n plati
P(A;) - P(Bl4;) P(4;) - P(B|4;)

n P(Ay) - P(B|A1) +...+P(A,) - P(B|A,)’

;(P(Ai)~P(B\A,»)) (A1) - P(B|Ay) (An) - P(B|Ay)

P(Aj|B) = (1.13)

Rovnice (1.13) predstavuje obecny Bayesuv vzorec pro tplnou soustavu ndhodnych jevi. Vzorec (1.11)
na strané 19 je specialnim pifpadem tohoto vzorce, nebot dvojice jevii A a A spoleéné tvoii tiplny systém
ndhodnych jevu (proc?). Ze stejného duvodu je rovnice (1.10) na strané 19 specidlnim piipadem vzorce
(1.12).

1.6.2 leohy k samostatnému reSeni

Piiklad 1.37. Piedpoklddejme, 7e kazdy obéan CR podstoupi laboratorni vysetfenf na piftomnost choroby,
kterd se v populaci vyskytuje u 1 jedince z 10000 (hodnota 0,0001 je tzv. prevalence nemoci). Pokud
se u vysetfovaného jedince nemoc vyskytuje, vysetfeni ji ze vzorku rozpozna v 90 % piipadii. Necht m4
ale toto vysetfeni zdroven 10% falesnou pozitivitu (tj. 10% z pozitivnich testu pati{ jedincum, ktefi ve
skuteénosti danou nemoci netrp{). Test pacienta vysel pozitivni (coz je pro pacienta negativni zpriva) -
s jakou pravdépodobnosti vySetiend osoba danou nemoci skuteéné trpi?

Piiklad 1.38. Uvazujme stejné zadani jako v Piikladu 1.37. Vypoctéte pravdépodobnost, ze ndhodné vy-
brand osoba bude mit pozitivni vysledek testu.

Piiklad 1.39. Uvazujme stejné zadani jako v Piikladu 1.37 s vyjimkou hodnoty prevalence nemoci, kterd
je nyni 0,1, tj. 10 % populace mé danou nemoc. Vypoctéte:

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze osoba s pozitivnim testem je skutecné nemocnd?

b) Jakd je pravdépodobnost, Ze osoba s negativnim testem touto nemoci skuteéné netrpi?

Priklad 1.40. Obchodni fetézec odebira a ve svém obchodé nabizi zbozi od t¥i riznych dodavatell - ozna¢me
je pismeny A, B a C. Kazdy z dodavateli nabizi zbozi 1. a II. jakosti. Od dodavatele A je 40 % zbozi 1.
jakosti, dodavatel B poskytuje 60 % zbozi 1. jakosti a od dodavatele C je 70 % zbozi 1. jakosti. Zbytek
jsou vzdy vyrobky II. jakosti. Dodavatel A pokryva 50 %, dodavatel B 30 % a dodavatel C' pokryvéd 20 %
dodavky obchodnimu fetézci.

a) Vypoctéte pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek v obchodé bude I. jakosti.

b) Vypoctéte pravdépodobnost, s jakou ndhodné vybrany vyrobek II. jakosti pochdzi od dodavatele B.

Piiklad 1.41. V balicku 32 hracich karet jsou 4 esa. Z balicku vybereme jednu kartu, podivame se na ni,
ddme ji stranou, do balicku ji uz nevracime (tzv. vybér bez vraceni) a ze zbyvajicich karet vytdhneme druhou
kartu.

a) Vypoctéte pravdépodobnost, ze druhd tazend karta bude eso.

b) Vypoctéte pravdépodobnost, Ze obé tazené karty budou esa.

Piiklad 1.42. V balicku 32 hracich karet jsou 4 esa. Z balicku vybereme jednu kartu, podivame se na ni,
vratime ji zpét do balicku (tzv. vybér s vracenim) a z tohoto balicku karet vytdhneme druhou kartu.

a) Vypoctéte pravdépodobnost, ze druhd tazend karta bude eso.
b) Vypoctéte pravdépodobnost, ze obé tazené karty budou esa.

¢) Porovnejte pravdépodobnosti, ze obé tazené karty jsou esa v pifpadé vybéru s vracenim a vybéru bez
vraceni a okomentujte (vysvétlete) vysledek tohoto srovnani.
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1.7 Shrnuti kapitoly

Nahodnym pokusem rozumime kazdé pozorovani néjakého ndhodného déje, kazdé zaznamenani,
zméreni ¢i konstatovani jeho vysledku. Stru¢né - pred probéhnutim ndhodného déje nevime, jaky bude
vysledek tohoto pokusu, ale po ukon¢eni tohoto ndhodného déje jsme schopni vysledek zaznamenat,
zmérit ¢i konstatovat.

Nahodny jev je kazdy mozny vysledek ndhodného pokusu.

Elementarni jevy jsou nejjednodussi vysledky ndhodného pokusu, které se nedaji slozit z zadnych
jinych jevii. Mnozinu v8ech elementarnich jeva budeme nazyvat prostorem elementdrnich jevi a znacit
jej symbolem €.

Rekneme, 7e nastalo sjednoceni jevii A a B (znacfme AU B) pravé tehdy, nastal-li jev A nebo jev B,
nebo oba soucasné.

Rekneme, Ze nastal pranik jeva A a B (znac¢ime AN B) prévé tehdy, nastal-li jev A a soucasné nastal
jev B.

Jev rozdil jevi A a B (znacime A\B) nastane préavé tehdy, nastane-li jev A a nenastane jev B.

Jev A, tzv. opaény (dopliikovy, komplementarni) jev k jevu A, nastane pravé tehdy, nenastane-li
jev A.

Néhodny jev, ktery nastane vzdy, se nazyva jev jisty. Oznacuje se také 2 a je vlastné sjednocenim
vSech jevi, které mohou nastat.

Jev, ktery nenastane nikdy, nazyvdme jev nemozny a znacime ho 0.

Jsou-li A a B takové jevy, ze AN B = (}, nazyvame je neslucitelné (disjunktni) jevy. Neslucitelné
jevy tedy nemohou nastat soucasné.

Pro ndhodny jev A definujeme jeho pravdépodobnost vztahem

P(4) = fnlg;‘g

kde m(A), resp. m(€2) znamend mohutnost mnoziny A, resp. €.

Pro libovolné jevy A a B plati vztah

P(AnB)=P(A)- P(B|A) = P(B)- P(A|B).

Specialné, jsou-li A a B nezavislé jevy, potom plati rovnost

P(ANnB)=P(A)- P(B).
Pro libovolné jevy A a B plati vztah

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Specidlné, jsou-li A a B nezavislé jevy, potom je
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(A) - P(B).

Specidlné, jsou-li A a B neslucitelné jevy, potom je

P(AUB) = P(A) + P(B).
Pro pravdépodobnosti jevii A a A plati:

P(A) =1 - P(A).
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e Pravdépodobnosti ndhodného jevu A za podminky, Ze nastal jev B (pro ktery plat{ P(B) # 0), budeme

nazyvat ¢islo AN B
P(A|B) = w
o Méjme jev A a jev k nému opaény A. Pak pro libovolny ndhodny jev B plati
P(B) = P(A)- P(B|A) + P(A) - P(B|A).

e Méjme jev A a jev k nému opaény A, a necht plati, ze P(A) # 0, P(A) # 0. Dale necht pro ndhodny
jev B plat{ P(B) # 0. Pak plat{

P(A)- P(B|A
P(A|B) = (4) - P L) —.
P(A)-P(B|A)+ P(A)- P(B|A)
e Nahodné jevy Ay, As, Az, ...,A, budeme nazyvat uplnou soustavou ndhodnych jevi préavé tehdy,

plati-li pro vSechna i # j rovnost A; N A; = () a soucasné je Ay UA,U...UA, =Q.

e Necht A;, Ay, Az, ..., A, je Gplna soustava ndhodnych jevi, necht pro viechna i = 1,2,...,n plati,
ze P(A;) # 0. Pak pro libovolny ndhodny jev B plati

P(B) = Xn:P(sz) - P(B|A;) = P(A1) - P(B|A1) + P(Az) - P(B|Az) + ...+ P(Ay) - P(B|Ay).

e Necht A;, Ay, As, ...,A, je iplnd soustava nahodnych jevii, necht pro vSechna j = 1,2,...,n plati,
ze P(A;) # 0, necht pro ndhodny jev B plati P(B) # 0. Pak pro kazdé j = 1,2,...,n plati

P(A;) - P(Bl4;) P(A;) - P(B|Aj)
f: (P(A;) - P(B|A))) ~ P(Ay)-P(B|A1)+ ...+ P(A,) - P(B|A,)

=1

P(4;|B) =



