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Kapitola 1

Nahodné jevy a jejich

pravdépodobnost

Po prostudovani této kapitoly byste méli byt schopni:

rozumét pojmu ndhodny jev a umét jej vysveétlit na konkétnich ptikladech,

rozumét vztahum mezi ndhodnymi jevy (A = B, A C B, neslucitelné jevy) a vysvétlit je
na konkrétnich ptikladech,

rozumét operacim s ndhodnymi jevy (AU B, AN B, A\B a pouzit je v konkrétnich
prikladech,

rozumeét pojmum jisty jev, nemozZny jev, opacny jev a umét je pouzit v konkrétnich
piikladech,

rozumét definici pojmu pravdépodobnost ndhodného jevu a umét ji vysvétlit na konkétnich
ptikladech,

rozumét pojmu nezdvislé ndhodné jevy a umét jej vysvétlit na vhodnych piikladech,

rozumeét vzorcum pro pravdépodobnost sjednoceni ndhodniyjch jevii a umét je pouzit v
odpovidajicich situacich,

rozumét vzorci pro pravdépodobnost pruniku dvou nezdvislyjch ndhodnijch jevi a umét jej
pouzit v odpovidajicich situacich.

1.1

Nahodné jevy

Nahodny pokus

Ndhodnygm pokusem rozumime kazdé pozorovani néjakého ndhodného déje, kazdé zaznamenani,

zméfeni ¢i konstatovani jeho vysledku. Struéné - pred probéhnutim ndhodného déje nevime, jaky

bude vysledek tohoto pokusu, ale po ukonceni tohoto ndhodného déje jsme schopni vysledek

zaznamenat, zmérit ¢i konstatovat.

Néhodnym pokusem je proto jeden hod minci, vybér a spoc¢teni zmetkt v krabici vyrobku,

méieni teploty vzduchu v danou hodinu atd.



Nahodny jev
Ndhodny jev je kazdy mozny vysledek nahodného pokusu.

Téchto vysledki muze byt vétsi mnozstvi. K jejich odliseni je ¢asto nazyvame jmény ve
formé pismen abecedy - fekneme, Ze nastal jev A, jev B atd.

1.1. Uvazujme nahodny pokus hod kostkou a sledujme, které ¢islo padne. Nahodné jevy mohou
byt napiiklad tyto vysledky hodu:

e Jev A ...nastane, kdyz padne ¢islo 3 A={3}
e Jev B ...nastane, kdyz padne sudé ¢islo B ={2,4, 6}
e Jev C ...nastane, kdyz padne ¢islo délitelné dvéma nebo tfemi _ C = {2, 3, 4, 6}
e Jev D ...nastane, kdyz padnou ¢&isla 2, 3,4 D ={2, 3, 4}

Elementéarni jev

Elementdrni jevy jsou nejjednodussi vysledky ndhodného pokusu, které se nedaji slozit z zddnych
jinych jevi. Mnozinu v8ech elementarnich jeva budeme nazyvat prostorem elementdrnich jevi
a znacit jej symbolem (2.

V piipadé, kdy je ndhodnym pokusem hod kostkou, jsou elementérni tyto jevy: A = {1},
B = {2}, C = {3}, D = {4}, E = {5}, F = {6} a prostorem vsech elementarnich jevu je
0={1,2,3,4,5,6}.

1.1.1 Ijlohy k resSeni
1.2. Uved'te alespon tfi rizné piiklady ndhodnych pokusii.

1.3. Je dan ndhodny pokus spocivajici v ndhodném vybéru jedné osoby z mnoziny vSech stu-
denttt FSE UJEP. Uved'te alespoii tii riizné ndhodné jevy k tomuto ndhodnému pokusu.

1.4. Uvazujme nidhodny pokus spocivajici v ndhodném vybéru jedné karty z balicku 32 karet.
Uved'te alespon tii riizné ndhodné jevy k tomuto ndhodnému pokusu.

1.5. Uvazujme nédhodny pokus v hodu 2 mincemi. PopiSte prostor elementarnich jevu.

1.2 Vlastnosti nahodnych jevi a operace s nahodnymi jevy

e Symbolem A C B znacime, Ze nastane-li jev A, nastane nutné i jev B. Rikdme, ze jev A
ma za nasledek jev B.

— V Piikladu plati B C C. Jev B: Padlo sudé cislo ma za nasledek jev C: Padlo
¢islo délitelné dvéma nebo tremi. Mnozinové {2, 4, 6} C {2, 3, 4, 6}.

e Symbolem A = B znacime, ze jevy A a B jsou si rovny, tj. jev A nastane vzdy, kdyz
nastane jev B a nikdy jindy.



e Rekneme, ze nastalo sjednoceni jevit A a B (znacime AU B) pravé tehdy, nastal-li jev
A nebo jev B, nebo oba soucasné.

e Rekneme, Ze nastal prinik jevit A a B (znac¢ime A N B) pravé tehdy, nastal-li jev A a
soucasné nastal jev B.

e Jev rozdil jevau A a B (znac¢ime A\B) nastane pravé tehdy, nastane-li jev A a nenastane
jev B.

e Jev A, tzv. opaény (doplitkovy, komplementarni) jev k jevu A, nastane pravé tehdy,
nenastane-li jev A.

e Nahodny jev, ktery nastane vzdy, se nazyva jev jisty. Oznacuje se také € a je vlastné
sjednocenim vsech jevi, které mohou nastat.

e Jev, ktery nenastane nikdy, nazyvdme jev nemozny a znacime ho ().

e Jsou-li A a B takové jevy, ze AN B = (), nazyvdme je nesluéitelné (disjunktni) jevy.
Neslucitelné jevy tedy nemohou nastat soucasné.

1.6. Nové vyvinuty vyrobek je podroben tfem ruznym zkouskam. Jev A nastane tehdy, kdyz
nahodné vybrany vyrobek ze zkuSebni série obstoji v prvni zkousSce, jev B nastane tehdy, kdyz
nédhodné vybrany vyrobek obstoji ve druhé zkousce a jev C' nastane, pokud ndhodné vybrany
vyrobek vyhovi ve tieti zkousce. Jak v mnozinové symbolice vyjadiime to, ze ndhodné vybrany
vyrobek obstoji:

a) jen v prvni zkousce,

b) v prvni a ve druhé zkousce, ale neobstoji ve tieti zkousce,
c¢) ve vsech trech zkouskéch,

d) alespon v jedné zkousce,

e) alespon ve dvou zkouskéch,

f) prave v jedné zkousce,

g) prave ve dvou zkouskéch,

h) maximélné dvakrét?

Resent: Uvedenou situaci lze graficky zndzornit na Obrézku Uvniti ¢erného obdélniku
(oznaceni Q) jsou cerné tecky, které symbolicky predstavuji testované vyrobky. Kazdy z nich mé
svou kvalitu, podle které vyhovi, resp. nevyhovi jednotlivym zkouskdm. Nahodnym pokusem je
zde vybér vyrobku. Podle toho, o jak kvalitni vyrobek se jedna, budou tyto vyrobky vyhovovat
jednotlivym testim a podle toho budou nastévat jednotlivé jevy A, B a C. Vyrobky, které
vyhovi v prvni zkousce, jsou na obrazku zahrnuty v ¢erveném ovélu (mnozina A - prvky, pfi
jejichz vybéru nastane jev A). Analogicky - vyrobky, které vyhovi ve druhé zkousce, predstavuji
tecky, které se nachdzeji v modrém ovalu (mnozina B - prvky, pii jejichz vybéru nastane jev B)



Obrézek 1.1: Testovani vyrobki

a vyrobky, které vyhovi ve tfeti zkousce, predstavuji tecky, které se nachazeji v zeleném ovalu

(mnozina C' - prvky, pii jejichz vybéru nastane jev C').

7 obrazku lze vy¢ist, které vyrobky napiiklad vyhovi pouze v prvni zkousce, které vyhovi

ve vSech tiech zkouskach, které vyhovi pouze prvni a druhé zkousce atd. Pokuste se na obrazku

urcit, které body vyhovuji uvedenym piipadum a) az h).

a)

Jestlize vyrobek obstoji pouze v prvni zkouSce, znamend to: obstoji v prvni zkousce, tj.
nastane jev A. Zaroven neobstoji ve druhé zkousce, tj. nenastane jev B, tj. nastane opa¢ny
jev k jevu B, tj. nastane jev B. Zaroven vyrobek nevyhovi ve tieti zkousce, tedy nenastane
jev O, tj. nastane jev C. Jevy A, B a C nastavaji souc¢asné, proto jev, kdy vyrobek obstoji
pouze v prvni zkousce mnozinové vyjadifme zapisem A N BN C.

Vime, 7ze vybrany vyrobek obstoji v prvni a ve druhé zkouSce, tj. nastane jev A a B, ale
neobstoji ve tieti zkousce, tj. nastane jev C. Viechny tyto jevy pfitom nastanou soucasné,
jedné se tedy o prunik téchto jevi ANBNC.

Pokud vybrany vyrobek vyhovi ve vSech tiech zkouskach, znamend to, ze vyhovél v prvni
zkousce - nastal je A, zaroven vyhovi ve druhé zkousce - nastal jev B a zaroven vyhovél
ve tieti zkousce - nastal jev C. Protoze jevy nastanou soucasné, jedna se o jejich prunik
ANBNC.

Vyrok vyrobek obstoji alespori v jedné zkousce znamend totéz, jako ze vyrobek obstoji v
prvni zkousce (bez ohledu na to jak (ne)dopadly ostatni zkousky) - nastane jev A, nebo ve
druhé zkousce (bez ohledu na to jak (ne)dopadly ostatni zkousky) - nastane jev B, nebo
ve tfeti zkousce (bez ohledu na to jak (ne)dopadly ostatni zkousky) - nastane jev C'. Staci,
aby nastala alespon jedna z uvedenych situaci a bude pravda, ze vyrobek vyhovél v alespon
jedné zkousce. Tedy vyrobek obstal alespon v jedné zkousce, pokud nastane alespon jeden
z jevi A, B, resp. C. Jednd se tedy o sjednoceni jevl - mnozinové AU BUC.

Vyrok wvgrobek obstoji alespori ve dvou zkouskdch znamena totéz, jako ze vyrobek obstoji
v prvni a druhé zkousce (bez ohledu na to jak (ne)dopadla tfeti zkouska) - nastane jev
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AN B, nebo v prvni a tfeti zkousce (bez ohledu na to jak (ne)dopadla druhd zkouska) -
nastane jev AN C, nebo ve druhé a tfeti zkousce (bez ohledu na to jak (ne)dopadla prvni
zkouska) - nastane jev BN C. Staéi, aby nastala alespon jedna z uvedenych situaci a bude
pravda, ze vyrobek vyhovél alespon ve dvou zkouskach. Tedy vyrobek obstal alespon ve
dvou zkougkéach, pokud nastane alespon jeden z jevi AN B, ANC, resp. BNC. Jedna se
o sjednoceni uvedenych jevi - mnozinové (AN B)U(ANC)U(BNC).

f) Vyrobek obstoji pravé v jedné zkousce, kdyz vyhovi v prvni zkousce a zéroven nevyhovi
ve druhé a tieti zkousce - tj. nastane jev A N B N C, nebo vyhovi ve druhé zkousce a
zérovenl nevyhovi v prvni a tieti zkousce - tj. nastane jev AN BN C, nebo vyhovi ve tieti
zkousce a zéroven nevyhovi v prvni a druhé zkousce - tj. nastane jev ANBNC. Uvazovany
jev nastane pfi vyskytu kterékoliv z popsanych situaci - jedné se tedy o jejich sjednoceni.
Mnozinovy zapis zni (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO).

g) Vyrobek obstoji pravé ve dvou zkouskach, kdyz vyhovi v prvni a druhé zkousce a zdroven
nevyhovi ve tieti zkousce - tj. nastane jev AN BN C, nebo vyhovi v prvni a tieti zkousce
a zéroven nevyhovi ve druhé zkousce - tj. nastane jev AN BN C, nebo vyhovi ve druhé a
tieti zkousce a zdroveni nevyhovi v prvni zkousce - tj. nastane jev AN B N C. Uvazovany
jev nastane pfi vyskytu kterékoliv z popsanych situaci - jedné se tedy o jejich sjednoceni.
Mnozinovy zapis zni (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC).

h) Vyrobek v testech obstoji nejvyse dvakrét, pokud neobstoji v zddném testu, nebo obstoji
pravé v jednom testu, nebo obstoji pravé ve dvou testech. Slou¢enim (tj. sjednocenim)
vSech téchto piipadu bychom dostali zddané vyjadreni. Jednodussi vsak bude nésledujici
pohled. Pokud vyrobek obstoji nejvyse ve dvou testech - jak vypada prislusny opaény
jev? Tomu odpovida situace, ze vyrobek obstal ve vSech tiech testech, tj jevu AN BNC.
Opacny jev mé tedy vyjadieni AN BN C, coZ je vyraz, ktery jsme méli uréit.

1.3 Definice pravdépodobnosti nahodného jevu

1.3.1 Pravdépodobnost ndhodného pokusu

Pro ndhodny jev A definujeme jeho pravdépodobnost vztahem

_m4)
(W)=

kde m(A), resp. m(Q2) znamend mohutnost mnoziny A, resp. €.

Vyse uvedend definice potifebuje nékolik poznamek. Jedna se o tzv. klasickou definici pravdé-
podobnosti. Lze ji pouzit v ptipadé, ze kazdy z prvku mnoziny €2 m4 stejnou Sanci, ze nastane -
coz nemusi byt vzdy splnéno. V pfipadé mnozin s koneé¢nym poctem prvku vétsinou mohutnost
mnoziny odpovidd poc¢tu prvku této mnoziny, viz Piiklad [I.7] Nicméné, lze se setkat i s ilohami,
ve kterych jak mnozina A, tak mnozina {2 maji nekonetné mnoho prvkia, a pak mohutnosti
mnoziny rozumime jeji jinou miru, viz napt. Piiklad [1.§].

1.7. Ndhodnym pokusem je ndhodny vybér jedné osoby pii zasedani poslanecké snémovny CR
(pfedpokladejme, ze nikdo z poslancu a poslankyn nechybi). Ndhodny jev A nastane tehdy, je-li
touto osobou zena. Jaka je pravdépodobnost jevu A?



Resend: Vime, Ze poslanecka snémovna CR mé celkem 200 élenti, tj. m(Q) = 200, z nichz je 45
zen (stav v breznu 2020), tj. m(A) = 45 . Dle definice je
m(A) 45

P(A) = 220 = 22—, 225.
(4) m(@) 200 "

Pravdépodobnost vybéru zeny pii vybéru z fad ¢lena poslanecké snémovny je rovna 0, 225.

1.8. Adam s Evou se domluvili, ze se spolu setkaji zitra u kina Hrani¢af, a to v dobé mezi
12. a 13. hodinou. Kazdy z nich bude na druhého ¢ekat 10 minut, pokud ten druhy do té
doby neptijde, prvni odchazi a nesetkaji se. Jaka je pravdépodobnost, ze se zitra za uvedenych
podminek setkaji?

Resent: Pfi popisu situace si mizeme pomoci Obrizkem Dobu mezi 12. a 13. hodinou jsme
si rozdélili na 60 minut. V zobrazeném grafu si pomoci bodu (viz bod A, bod B, bod C, bod D)
znazornime okamziky piichodu obou partnert tak, ze z-ova, resp. y-ova souradnice kazdého
bodu predstavuje cas piichodu Adama, resp. Evy. Z obrézku je ziejmé, ze bod A predstavuje
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Obrézek 1.2: Ilustraéni obrazek k Piikladu

situaci, ve které Adam pfisel ve 12:10 a Eva ve 12:15. Eva pfisla 5 minut po Adamovi, ten na ni v
ramci desetiminutové ¢ekaci doby pockal, a proto se oba setkali. Oproti tomu bod D znazornuje
situaci, ve které Eva pfiisla ve 12:15, ¢ekala 10 minut a pak odesla aniz by potkala Adama,
ktery se dostavil ve 12:50. Bod D tedy predstavuje situaci, kdy se oba partnefi nesetkali. Stejné
tak muzeme tici, ze bod B je situace, ve které setkdni probéhlo a v bodé C k setkéani nedoslo
(proc?).

Kazdy bod ze zobrazeného ¢tverce predstavuje jednu moznost prichodu kazdého z partneru.
Neékteré body pritom odpovidaji situaci, kdy se Adam s Evou setkali, nékteré (zbyvajici) body
predstavuji stav, kdy se oba partnéii minuli. ,,Ijhlopfiény pruh“ na obrézku obsahuje ty body,
které znazornuji situaci, ve které se Adam s Evou potkaji. Body mimo tento pruh symbolizuji
stav, kdy se nesetkaji.



Zadan{ ulohy tak muzeme prevést do abstraktnéjsi roviny, kdy ndhodnym pokusem je vybér
jednoho bodu ze zobrazeného ¢tverce (tento bod predstavuje ndhodné prichody obou partnera
v prubéhu jedné hodiny). Jev A nastane, lezi-li tento bod ve zvyraznéném thloptitném pruhu.
Prostorem vsech elementdrnich jeva € je zde mnozina vSech bodu ¢tverce, jev A symbolizuji
body uvniti zvyraznéného pruhu. Jak 2, tak A mé nekone¢né mnoho prvku, proto neni vhodné
pouzit jako mohutnost (velikost) obou mnozin pocet jejich prvkia. Namisto toho lze jako jejich
velikost uvazovat obsah plochy, kterou obé mnoziny vypliuji - v tomto ptipadé je to vhodna
mira velikosti obou mnozin.

Mnozina € vypliuje étverec, jehoz obsah snadno uréime - je m(2) = 60 - 60 = 3600.
Mnozina A vypliuje Sestithelnik, jehoz obsah lze urcit nékolika zpusoby. V tomto piipadé
ziejmé nejsnazsi (tj. hodné elementarni) zpusob spoc¢ivd v uréeni po¢tu vybarvenych étvercu
o rozmérech 5 x 5 jednotek. Je zde 34 plné vybarvenych ¢tverca a 20 z poloviny vybarvenych
¢tvercu, které odpovidaji 10 plné vybarvenym ¢tvercum, tj. dohromady 44 ¢tverci, kazdy z nich
o obsahu 5 - 5 = 25. Pro velikost mnoziny A tak plati m(A) = 44 - 25 = 1100. Jiny (obecnéjsi)
zpusob uréeni obsahu vyznacené plochy muze spocivat napi. v rozdéleni Sestithelniku na dva
shodné lichobézniky a uréeni obsahu téchto lichobézniku odectenim ploch dvou trojuhelniku.

Pravdépodobnost jevu A je rovna

m(A) 1100

p4) = =2

= = 0,305.
m(Q) 3600

Pravdépodobnost, Ze se Adam s Evou setkaji za podminek uvedenych v zadéni tilohy ¢ini 0, 305.

1.3.2 Operace s nahodnymi jevy

V nasledujici ¢asti si ukdzeme postup vypoctu pravdépodobnosti jevii pomoci klasické definice
a roz§ifime jej na jevy, které vzniknou pomoci operaci s ndhodnymi jevy. Mohutnosti mnoziny
zde budeme rozumét pocet prvka dané mnoziny.

1.9. Néhodny pokus spoc¢ivd v hodu kostkou. Dale jsou definovany nésledujici ndhodné jevy.
a) Jev A nastane, jestlize na kostce padne ¢islo 3.
b) Jev B nastane, jestlize na kostce padne sudé &islo.
c¢) Jev C nastane, jestlize na kostce padne ¢islo vétsi nez 3.

Vypoététe pravdépodobnosti jevit A, B a C a urcete a interpretujte pravdépodobnosti jevi C,
BnC,BuUC.

Vypocet P(A)

A= {3}

N={1,2 34,5, 6}
m(A) =1
m(§2) =6



1

Pravdépodobnost jevu A je rovna g.

Vypocet P(B)

B ={2,4, 6}
0=1{1,2 34,5, 6}
m(B) =3
m(2) =6
m(B) 3 1
PB)=——==-=—-
(B) m(2) 6 2
Pravdépodobnost jevu B je rovna %
Vypocet P(C)
C =1{4,5, 6}
0=1{1,2,3,4,5,6}
m(C) =3
m(2) =6
m(C) 3 1
P — — — =
©) m(2) 6 2
Pravdépodobnost jevu C' je rovna %
Vypoéet P(C)
C={4,5,6}

Q=1{1,2,3,4,5, 6}
C=0\C=/11,2, 3}

m(C) =3, m(Q) =6
m(C) 3 1

PO=0@ =672

)

(Vysledek a jeho interpretace:) Pravdépodobnost jevu, ze nepadne ¢islo vétsi nez tii, je rovna
1
5.

Vypocet P(BNC)

B=1{2, 4,6}
C = {4, 5, 6}
BNC = {4, 6}

m(BNC)=2, m(2) =6
m(BNC) 2 1

PBAO == ~6 3

Vysledek a jeho interpretace



Pravdépodobnost padnuti sudého ¢isla vétsiho nez tii (tj. piipadu kdy nastane jev B a souc¢asné

. . 1
jev C) je rovna .

Vypocet P(BUC)

B ={2,4, 6}
C={4,5,6}
BuUC=1{2,4,5,6}
m(BUC) =4, m(Q2) =6
m(BUC) 4 2
PBU(C)=——F ===
( ) m(§2) 6 3
Vysledek a jeho interpretace
Pravdépodobnost padnut{ bud’ sudého ¢isla nebo ¢isla vétsiho nez tii (tj. pripadu, kdy nastane
alespon jeden z jevu B, resp. C) je rovna %

1.4 Pravdépodobnost priniku nahodnych jevi

V této ¢dsti se budeme vénovat obecnéj$im uvaham o pravdépodobnostech. Opustime zpusob
vypoctu spocivajici ve vyctu viech elementdrnich jevi, které vedou k nastdani stanovenych jevu
a zameéfrime se na obecnd pravidla, ktera plati pro poc¢itani s pravdépodobnostmi jevu a jejich
pruniku, sjednoceni, resp. rozdilu.

Véta 77 se nékdy pouzivd k definici nezavislosti jevi, nékdy se pouziva k vypocétu prav-
dépodobnosti jevi, o kterych vime, Ze jsou nezavislé. Zde si vysvétlime, co rozumime po-
jmem nezavislé jevy a pak si uvedeme, kterak pocitat pravdépodobnost jejich pruniku, tj.
pravdépodobnost toho, Ze oba jevy nastanou soucasné.

Pfedpoklddejme, ze jsou dény jevy A a B, pfi¢emz zndme pravdépodobnosti obou téchto
jevu. Jevy A a B lze povazovat za nezavislé, jestlize znalost o tom, zda nastal jev A, nevede k
zméné pravdépodobnosti jevu B a naopak, znalost o tom, zda nastal jev B, nevede ke zméné
pravdépodobnosti jevu A. Pro ukdzku uvedme dva ilustraéni pifklady.

1.10. Budeme vychazet ze zadani Prikladu kde ndhodnym pokusem bylo hozeni kostkou a
byly definovany jevy A, B a C. Piipomenme, ze B = {2, 4, 6}, P(B) = 1/2 a C = {4, 5, 6},
P(C) = 1/2. Nyni si predstavte situaci, ze nékdo hodi kostkou. Vy nevite, jaké ¢islo na kostce
padlo. Pravdépodobnost hodu sudého ¢isla je 1/2, pravdépodobnost hodu éisla vétsiho nez 3
je 1/2. Nyni Vam osoba hézejici kostkou fekla, ze pii hodu kostkou nastal jev B, tj. ze padlo
sudé ¢islo. Jaké je nyni pravdépodobnost, ze nastal jev C| tj. ze padlo ¢islo vétsi nez 37 Nynf{ jiz
vime, ze mohlo padnout pouze jedno z ¢isel 2, 4, 6. Proto je Q = {2, 4, 6}. Z téchto piipadu jsou
vétsi nez tii pouze ¢isla 4 a 6, tedy C' = {4, 6}. Pravdépodobnost toho, ze padlo ¢islo vétsi nez
tfi, pii znalosti toho, ze padlo sudé &islo, je rovna 2/3 a tedy znalost, Ze nastal jev B zménila
pravdépodobnost jevu C. Jevy proto nejsou nezavislé, jsou tzv. zavislé.

1.11. Nahodny pokus spoc¢iva v hodu dvéma kostkami - pro jejich rozliseni budeme uvazovat
hod modrou a ¢ervenou kostkou. Jev A nastane, jestlize na modré kostce padne ¢islo 3. Jev



B nastane, jestlize na ¢ervené kostce padne ¢islo 4. Situaci budeme ilustrovat na Obrazku
Na ném muzeme vidét 36 bodu (no, spise puntiku), z nichz z-ové souradnice kazdého bodu
odpovidé ¢islu, které padlo na modré kostce, y-ova soufadnice kazdého bodu odpovidé ¢islu,
které padlo na cervené kostce. Kazdy bod tak odpovida jednomu konkrétnimu vysledku hodu
dvéma kostkami. Pokud napiiklad na modré kostce padne ¢islo 2 a na cervené kostce padne
¢islo 5, dostavame bod o soufadnicich (2,5). Jev A nastane v téchto pripadech

6 'y ' ® . ' '
5 s o @ o o o
4 . ° ° . . °
3 . . ® ° . .
2 e o @ o s o
1 e o ® o o o
0 1 2 3 4 5 6

Obréazek 1.3: Ilustrace hodu dvéma kostkami

A={3,1), (3,2), (3,3), 3,;4), (3,5), (3,6)}.

Je m(A) =6, m(Q2) = 36, proto
6 1
P(A)=—=-.
(4) 36 6
Na Obrazku jsou pfipady, kdy nastal jev A, zobrazeny modrymi body. Je ziejmé, ze modré

puntiky tvoii Sestinu z celkového poctu, coz potvrzuje vypocet P(A).

Analogicky, pro jev B plati
B ={(1,4), (2,4), (3,4), (4,4), (5,4), (6,4)}.

Je m(B) = 6, m(£2) = 36, proto

Nyni se nékdo podival na hozené kostky a fekl, Ze nastal jev A, tj. na modré kostce padlo ¢islo
tti. Jakd je nyni pravdépodobnost, Ze nastal jev B, tj. Ze pfi tomtéz hodu padlo na ¢ervené kostce
¢islo eétyti? Nyni jiz mnozinu €2 tvoii pouze Sest moznosti Q = {(3, 1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6)},
viz Obrazek Z uvedenych moznosti vede k jevu B jedind, a to (3,4). Pokud nastal jev A,
je m(Q) =6, m(B) = 1, proto

Viz Obrézek Vidime, ze pravdépodobnost jevu B je stejnd bez ohledu na to, zda mame
informaci o tom, Ze nastal ¢ nenastal jev A. Jevy A a B jsou proto nezavislé. Nyni by jiz méla
byt ziejmé idea pojmu zavislé, resp. nezavislé jevy a muzeme prikrocit k nédsledujici vété.
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Obrazek 1.4: Vyznaceni jevu B
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Obrézek 1.5: Vyznaceni jevu B pokud nastal jev A

Véta 1.4.1. Jsou-li A a B nezdvislé jevy, potom plati rovnost
P(AnB)=P(A)- P(B). (1.1)

Uvedena véta tika, jak urcit pravdépodobnost, ze dva jevy nastanou soucasné za predpokladu,
Ze jsou tyto jevy vzajemné nezavislé. Poznamenejme jesté, ze v praxi ¢asto neni hned zfejmé,
zda jevy jsou, €i nejsou nezavislé a je nutné toto ovéfit mérenim. Pi tomto méfeni v podstate
ovérujeme, zda plati vztah .

Ukazme si platnost véty [[.4.1]na jiz probranych pifkladech. Uvazujme jevy B a C z Piikladu
Vime (viz Priklad , ze jevy B a C jsou zavislé. Déle jsme jiz vypocitali (viz Piiklad
, ze plati:

1 1 1
Vsimnéte si, ze
Py =21 L1 ppypo
374 2 2 '

Pravdépodobnost pruniku jevu v tomto piipadé neni rovna soucinu pravdépodobnosti téchto
jevii, nebot jevy nejsou vzdjemné nezavislé. Pokud byste tedy pouzili vztah (1.1) v pifpadé
zéavislych jevi, dostanete Spatny vysledek.

Nyni uvazujme jevy A a B z Piikladu Jev AN B predstavuje jev, pii kterém nastane
jev A a soucasné nastane i jev B, tj. hodime dvéma kostkami - na modré kostce padne ¢&islo
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tfi a soucasné na Cervené kostce padne Cislo ¢tyfi, tj. prunikem obou jevu je jediny piipad
(3,4) z celkového poctu vsech 36 moznych vysledkt, viz Obréazek Protojem(ANB)=1a

6 . ® ® ® ° °
5 ® ® ® ® ° °
4 ® e @ o ° °
3 . . ° ° . .
2 . . . ° . .
1 . . ° ° . .
0 1 2 3 4 &5 6

Obrézek 1.6: Grafické vyjadieni P(A N B)

m(2) = 36 a plati:

pAnp) = mANB) 1 :%.

=3 — P(A)- P(B).

=

Pravdépodobnost pruniku jeva v tomto piipadé je rovna sou¢inu pravdépodobnosti téchto jevu,
nebot z Piikladu vime, Ze oba jevy jsou vzdjemné nezavislé.

MuZeme se ptéat, jak se vypocitd pravdépodobnost pruniku jevi v piipadé, kdy jsou oba jevy
zavislé. Takovy vzorec existuje, nicméné k jeho vysloveni budeme potifebovat pojem podminéné
pravdépodobnosti, ktery dosud nemame zavedeny.

1.5 Pravdépodobnost sjednoceni nahodnych jevi

Nize vyslovime tii véty, které ukazuji jak pocitat pravdépodobnost, ze nastal alespon jeden z
uvazovanych jevu, tj. pravdépodobnost sjednoceni ndhodnych jevi.

Véta 1.5.1. Pro libovolné jevy A a B plati vztah
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB). (1.2)
Specidlné, jsou-li A a B nezdvislé jevy, potom je
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(A) - P(B). (1.3)
Specidlné, jsou-li A a B neslucitelné jevy, potom je

P(AUB) = P(A) + P(B). (1.4)

Dale nésleduje véta, kterd je pifmym diisledkem rovnice (1.4)) a faktu, Ze jevy A a A jsou
neslucitelné a pfitom jejich sjednoceni tvori mnozinu §2.
Véta 1.5.2. Pro pravdépodobnosti jevi A a A plati ndsledujici vzorec:
P(A) =1- P(A).

12



1.12. Vypoctéte pravdépodobnosti, ze pii hodu dvéma hracimi kostkami padne

a) na obou kostkach Sestka,

b) alespon jedna Sestka,

c) pravé jedna Sestka,

)
)
)
)

d) ani jedna Sestka.

Resend: Nejprve obecny komentaf. Ndhodnym pokusem je hod dvéma kostkami, napi. modrou

a cervenou.

e Nahodny jev A nastane, pokud na prvni (modré) kostce padne Sestka.

e Nahodny jev B nastane, pokud na druhé (Cervené) kostce padne Sestka.

Jiz vime, viz Piiklad ze jevy A a B jsou navzajem nezavislé a plati:
P(A) ==
( ) 6 ?
Nyni néasleduje feSeni konkrétnich bodu.
a) Na obou kostkéch padne Sestka pravé tehdy, kdyz nastane jev A a soucasné nastane jev
B. Jedn4 se o prunik jevii A a B a vzhledem k nezavislosti obou jevu lze psat
PANB) = P(A)-P(B) = ~. L = L
B 6 6 36
b) K uvedenému piipadu dojde, kdyz nastane alespon jeden z jevu A a B. Jednd se tedy o
sjednoceni jevi A a B a vzhledem k nezdvislosti obou jevu lze psat
1 1 1 11
P(AuUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=P(A)+ P(B)—P(A)-P(B) = 8+6 ~ 35 = 35"
c¢) Tvrzeni znamen4, Ze bud padne Sestka na prvni kostce a na druhé nepadne, nebo na prvni
kostce nepadne Sestka a na druhé ano.

6 6 66 36
Komentdr k vijpocétu: Jev AN BN AN B je nemozny s nulovou pravdépodobnosti. Pokud

[e)
I
|

napf. pocitdme primik jevit A a A, tak chceme, aby nastal jev A a souc¢asné jev opaény k
jevu A, coz neni mozné.
d) Na prvnf kostce nastane jev A a soucasné na druhé kostce nastane jev B. Proto je
_9.5_2%
6 6 36

Lze fesit i nasledujicim zpusobem. Jev ,zddna Sestka* je doplnék k jevu ,alespon jedna

P(ANB) = P(4) - P(B)

Sestka‘“. Proto plati
_ 11 25
P(ANnB)=1-P(AUB)=1— — = —.
(4N B) (AU B) 36 36
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1.13. Pritomnost nezddoucich piimeési v mlééném vyrobku se testuje pomoci dvou nezavislych
zkouSek. Prvni zkouska odhali nezddouci ptimés s pravdépodobnosti p; = 0,96, druha zkouska
s pravdépodobnosti ps = 0, 98. Jaké je pravdépodobnost, ze nezadouci piimés

a) odhali alespon jedna zkouska,
b) odhali pravé jedna z obou zkousek,

c¢) neodhali zadné zkouska?

Obecny komentdr: Nahodnym pokusem je testovani vyrobku pomoci dvou nezévislych zkousek.
e Nihodny jev A nastane, pokud vyrobek mé nezddouci piimés a tu odhali prvni zkouska.
e Nihodny jev B nastane, pokud vyrobek ma nezadouci piimés a tu odhali druhé zkouska.

Ze zadani piikladu (zkousky jsou na sobé nezavislé) vime, ze jevy A a B jsou navzajem nezavislé
a plati:
P(A)=0,96, P(B)=0,98.

Nyni nasleduje feseni konkrétnich bodu. Reseni:

a) Jev ,alespon jedna zkouska“ je sjednocenim jevi A a B. Proto je

P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB) =
=P(A)+ P(B)— P(A)-P(B) =
=0,9640,98 — 0,96 - 0,98 = 0, 9992.

b) Jev ,pravé jedna zkouska“ znamend, ze nastane A a nenastane B, nebo nenastane A a
nastane B. Proto je

P[(ANB)U(ANB)]=P(ANB)+ P(ANB)—P(ANBNANB) =

= P(A)-P(B)+ P(A)-P(B) + P(0) =
=0,96-0,02+0,98-0,04 = 0,0584.

c) Jev ,zddna zkouska“ nastane tehdy, nenastane-li A a nenastane B, resp. nastane A a
soucasné nastane B. Je

P(ANB) = P(A)- P(B)=0,02-0,04 = 0,0008.

Lze pocitat i jako opacny jev k jevu ,primés odhali alespon jedna zkouska“, potom je

P(AUB)=1- P(AUB)=1-0,9992 = 0,0008.
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1.5.1 Ulohy k samostatné praci

1.14. Jaka je pravdépodobnost, ze pfi hodu dvéma kostkami bude soucet padlych ¢isel roven
¢islu osm? Ndpovéda: Pouzijte schéma analogické Obrazkam [1.3] az

1.15. Béhem dne maji byt doplnény zasoby ve skladu, pficemz zdsobovani probiha pomoci
dvou kamiont, jejichz vylozeni trva pfesné 1 hodinu. Sklad pfijima kamiony k vyskladnéni v
dobé od 8:00 do 16:00. Kamiony pfijizdi nezavisle na sobé ndhodné kdykoliv béhem pfijimaci
doby. Pokud kamion pfijede a vykladaci rampa je jiz obsazena jinym kamionem, musi tento
pockat na vylozeni nakladu predchoziho kamionu. Jaka je pravdépodobnost, ze jeden kamion
bude muset ¢ekat na vylozeni pfedchoziho kamionu? Ndpovéda: Vidite analogii s Adamem a

Evou v Pi#ikladu [L&F

1.16. V ruleté mohou padnout ¢isla 0,1,2, ...,36. Hrac¢ pii jednom kole hry uéinil celkem tii
sazky, pricemz vsadil na suda ¢isla, na ¢ervenou barvu a na prvni tucet. S jakou pravdépodobnosti
vyhraje alespon jednu z téchto 3 sazek? Pozndmka: Pii feSeni sledujte hraci plan uvedeny na
Obréazku

5o il lo

B
o EE E I
18 VRN < < 0DDlio S

Obrazek 1.7: Hraci plan pro ruletu

1.17. Vime, ze plati nasledujici rovnosti: P(A) = 0.2, P(B) = 0.6, P(ANB) = 0.2. Rozhodnéte,
zda jsou jevy A a B:

e nezavislé,
e neslucitelné,

a svou odpovéd zduvodnéte.

1.18. Ndhodny pokus spoé¢ivé ve dvou hodech kostkou. Jev A nastane, jestlize pfi prvnim hodu
padne ¢islo 3. Jev B nastane tehdy, padne-li pfi druhém hodu ¢&islo vétsi nez pii prvnim hodu.
Rozhodnéte, zda jsou jevy A a B:

® nezavislé,

e neslucitelné,
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a svou odpovéd zduvodnéte.

1.19. Ridi¢ na cesté do svého zaméstnani projizdi pres tii kiizovatky Fizené semafory. Na
kazdém z nich mu sviti zelend s pravdépodobnosti 1/4. Vypoctéte pravdépodobnost, ze

a) ,chytne zelenou vlnu“, tj. ze na v8ech semaforech bude svitit zelend,
b) ,chytne ¢ervenou vinu“, tj. zZe na vSech semaforech bude svitit ¢ervena,
c¢) bude ¢ekat pouze na prvnim semaforu.

Pozndmka: Predpokladame, ze semafory jsou fizené nezavisle na sobé a ridi¢ kiizovatkou projizdi
pouze pii zeleném svétle na semaforu.

1.20. Dva na sobé nezavisli kontrolofi kontroluji i¢etnictvi jedné firmy. V ¢tech je chyba. Prvni
kontrolor ji nalezne s pravdépodobnosti 0,85, druhy kontrolor ji nalezne s pravdépodobnosti 0,93.
Jaka je pravdépodobnost, ze

a) chybu odhali alespon jeden kontrolor,
b) chybu odhali oba kontrolofi,

¢) chybu neodhali ani jeden kontrolor.

1.21. Studenti maji v daném dni cvi¢eni ze ti{ riznych pfedméti. Na kazdy predmét maji
jiného kantora, z nichz kazdy pfijde do hodiny pozdé s pravdépodobnosti 0.1, resp. 0.2, resp.
0.3. Vypoctéte pravdépodobnost, ze:

a) alespon jeden kantor pfijde vcas,

b) alespon jeden kantor piijde pozdeé.

1.22. Zarizeni se skladé z 5 stejnych, na sobé nezavislych soucastek. Pravdépodobnost, ze kazda
z nich bude bezchybné pracovat alesponi 40 hodin, je rovna 0.95. Jaka je pravdépodobnost, ze
zafizeni bude fungovat alespon 40 hodin, staci-li, aby fungovaly alespon 4 soucastky?

1.23. Kolik hodu minci je tieba provést, aby pravdépodobnost, ze padne alespon jednou lic,
byla vétsi nez 0,97
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Kapitola 2

Nahodna velicina, rozdéleni

0~ O

pravdépodobnosti nahodné veliciny

V této kapitole se budeme zabyvat pojmem ndhodnd veli¢ina a vlastnostmi ndhodné veli¢iny.
Budeme piitom vychézet z videopfedndsek v Moodlu, které pfipravila prednésejici dr. Simsové
- tzn. Ze byste tato videa méli mit shlédnuta, nez zacnete ¢ist tento text. Po prostudovani
kapitoly byste méli byt schopni:

e rozumét pojmu ndhodnd veli¢ina,

e pii zadéni konkrétniho piikladu nahodné veli¢iny urcit jeji vybérovy prostor,

e rozliSovat diskrétni ndhodnou veli¢inu a spojitou ndhodnou veli¢inu,

e rozumét pojmu pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné veliciny,

e rozumét pojmu distribucéni funkce ndhodné veliciny,

e rozumét pojmu rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni nahodné veli¢iny,

e pracovat s charakteristikami diskrétni ndhodné velic¢iny, mezi které patii zejména:

— prvni obecny moment, tedy stiedni hodnota ndhodné veli¢iny,
— druhy obecny moment ndhodné veliciny,
— druhy centrovany moment, neboli rozptyl ndhodné velic¢iny,

— smérodatnd odchylka ndhodné veli¢iny,

modalni hodnota, neboli modus ndhodné veli¢iny,

— p% kvantil ndhodné veli¢iny,
e pracovat s pojmem nahodné veli¢ina s alternativnim rozdélenim pravdépodobnosti,
e pracovat s pojmem ndhodnd veli¢ina s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti,
e pracovat s pojmem nahodné veli¢ina s Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti,

e pracovat s pojmem ndhodnd veli¢ina s hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti.
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2.1 Nahodna veli¢ina, pravdépodobnostni funkce

V nize uvedeném piikladu pfedstavime pojmy ndhodné veli¢ina, vybérovy prostor ndhodné
veli¢iny a pravdépodobnostni funkce (téz funkce pravdépodobnosti) ndhodné veli¢iny.

2.1. Studenti skladaji pisemku sestavajici ze ti{ tloh. Za kazdou z nich mohou ziskat az dva
body. Celkem tedy mohou pii pisemce ziskat nejvyse Sest bodu. Vime, ze jeden student ziskal
0 bodt, dva ziskali 1 bod, 4 studenti ziskali 2 body, Sest studentu 3 body, ¢tyfi studenti 4 body,
dva studenti 5 bodu a jeden student 6 bodu. Ndhodnym pokusem je ndhodny vybér jedné
pisemky. Oznactme symbolem X pocet bodiu, které mé tato vybrana pisemka. Jaké hodnoty X
muzeme oc¢ekavat a jaké jsou jejich pravdépodobnosti?

Reseni: Ze zadani plyne, ze veli¢ina X nabyvé hodnoty pouze z mnoziny M = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Muze tedy byt X =0, resp. X =1, ..., X =6.

Vypocteme pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana pisemka je ohodnocena nula body. Mate-
maticky tuto situaci vyjadiime zdpisem P(X = 0). Tedy symbol P(X = 0) znamend pravdépo-
dobnost jevu, ze X bude rovno nule. Podobné, symbol P(X = 1) znamend pravdépodobnost, ze
X bude rovno jedné; tedy pravdépodobnost, ze pfi ndhodném vybéru jedné pisemky vytahneme
tu s jednim bodem.

Pro vypocet pravdépodobnosti uvedeme hodnoty ze zadani do pfehledné tabulky, viz Ta-
bulka Z tabulky snadno vycteme, ze studenti je celkem 20. Pisemku s nulou bodi napsal

pocet bodu z pisemky 011|234 |5]|6 | celkem

pocet zakl s danym poctem bodu || 1 |2 |4 |6 |4 ]2 |1 20

Tabulka 2.1: Pocty studentu s danym poc¢tem bodu z pisemné prace

jeden z nich, proto pravdépodobnost vybéru pisemky s nulou bodu je rovna
1
PX=0)=—=0,05.
(X=0)= 5 =0,
Podobnym zpusobem urc¢ime, ze (viz ostatni hodnoty v Tabulce

2 4 6
P(X=1)=5=010, P(X=2)==020, P(X=3)= =030,

4 2 1
P(X=4)= =020, P(X=5)=_5=010, ,P(X=6)= ;=005

Dale tedy v této tloze budeme pouzivat symbol X pro oznaceni veli¢iny znamenajici pocet
bodu z pisemné prace, symbol = pro konkrétni hodnotu této veli¢iny a oznaceni P(X = z) = p
bude znamenat, ze pravdépodobnost ze veli¢ina X je rovna konkrétnimu ¢éislu z, ma hodnotu p.
Nalezené vysledky jsou shrnuty v Tabulce

T 0 1 2 3 4 ) 6 | X
P(X==x) | 0.05]0.10 | 0.20 | 0.30 | 0.20 | 0.10 | 0.05 | 1

Tabulka 2.2: Pravdépodobnosti konkrétnich hodnot veli¢iny X

Prestoze jsme v piikladu pocitali pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych situaci, podstata
tlohy spoc¢iva v né¢em jiném - v zavedeni a osvojeni si nazvoslovi a symboliky pouzivané v sou-
vislosti s ndhodnou veli¢inou. Zde symbol:
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e X ...vyjadfuje oznaceni konkrétni ndhodné velic¢iny (v dalsim textu budeme k oznaceni
ndhodné veli¢iny pouzivat pravé tento font pisma),

e z ...znamend konkrétni hodnotu veli¢iny X, kterou jsme obdrzeli pii realizaci konkrétniho
nahodného pokusu,

e P(X =) ...uvadi hodnotu pravdépodobnosti, ze ndhodna veli¢ina X pfi konkrétni rea-
lizaci nadhodného pokusu nabude hodnotu z.

U‘loh‘y k samostatnému procviceni

V nasledujicich tlohach uréete mnozinu M moznych hodnot ndhodné veli¢iny X a pokud je to
ze zadani mozné, vypoctéte hodnoty pravdépodobnostni funkce pro jednotlivé hodnoty x.

2.2. Ndhodnym pokusem je hod dvéma hracimi kostkami. Nahodna velicina X ma hodnotu
jedna, pokud na obou kostkach padla stejna ¢isla, a hodnotu nula, pokud padla riazna cisla.

2.3. Nahodnym pokusem je hod dvéma hracimi kostkami. Ndhodnou velicinou X je pocet
sudych ¢isel, kterd pfi jednom hodu padnou.

2.4. Nahodnym pokusem je hod dvéma hracimi kostkami. Nahodnou veli¢inou X je soucet ¢isel,
kterd pfi jednom hodu padnou.

Vsimneéte si, ze ve vSech tiech piedchozich tlohach byla ndhodnym pokusem stéle stejna
situace a pokazdé jsme dokazali ndhodnou veli¢inu definovat riznym zpusobem. Ve vSech téchto
piikladech byste méli byt schopni urcit pravdépodobnostni funkci.

2.5. Nahodnym pokusem je pfichod na autobusovou zastdvku a ¢ekani na ptijezd autobusu,
ktery jezdi v pravidelnych intervalech po 20 minutach . Ndhodnou veli¢inou X je doba, po kterou
musime ¢ekat, nez ptijede autobus, na ktery ¢ekame.

2.6. Nahodnym pokusem je pfichod na autobusovou zastdvku a ¢ekani na piijezd autobusu.
Nédhodnou velicinou X je pocet autobusu jinych linek, které zastavily na zastavce do pifjezdu
,haseho* busu.

2.7. Ndhodnym pokusem je prejimka zbozi. Ndhodnou veli¢inou X je pocet vadnych kusu
v zasilce.

2.8. Nahodnym pokusem je piejimka zbozi. Nahodnou veli¢inou X je celkova hmotnost zasilky.

V pfedchozich tlohéch se opét nékteré ndhodné pokusy opakovaly a byli jsme schopni k nim
stanovit ruzné ndhodné veli¢iny. V poslednich étyfech prikladech méme malo informaci k tomu,
abychom uréili pravdépodobnostni funkci. Vsimnéte si, ze v Prikladech a mnozina M
vSech moznych hodnot x veliciny X odpovidala intervalu redlnych ¢isel, ve zbylych piipadech
se mnozina M dala urcit vyctem hodnot.

Definice 2.1.1. Méjme dén néjaky ndhodny pokus a s nim spojeny prostor vSech elementarnich
jevi . VytvoFme rozklad mnoziny €2, tj. uplny systém ndhodnych jeva Ai, As, As, ..., A,
tak, aby kazdému ndhodnému jevu A;, As, As, ..., A, bylo mozné piitadit jistou ¢iselnou hod-
notu. Timto pfitazenim ¢isla jednotlivym jevam jsme vytvorili tzv. ndhodnou velicinu. Nahodné
veli¢ina je zobrazeni podmnozin z daného rozkladu mnoziny €2 na mnozinu redlnych éisel.
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K ilustraci Definice [2.1.1]si ukazme toto zobrazeni v pfipadé ndhodné veli¢iny z Ptikladu[2.2]
Mnozinu €2 zde tvori vsechny dvojice moznych vysledki hodu dvéma kostkami. Bod na pozici
[2, 3] predstavuje ten vysledek ndhodného pokusu, pii kterém na prvni kostce padla dvojka a

6 ® e ° o ® e
X=0
5 ° ° ° e ° °
4 ] ° ° o e °
P =
3 (] ® ° ° ® ®
2 ® ® 0 <) ® ®
X=0
1 ) ° ° © ° °
0 1 2 3 4 5 6

Obrézek 2.1: Rozklad mnoziny §2 na uplny systém ndhodnych jeva v Piikladu

na druhé kostce trojka. Ze zadani je ziejmé, ze prostor vSech elementarnich jevi tvoii celkem
36 prvku: Q = {[1,1],[1,2],[1,3],...[6,5],[6,6]}, kde ve vyrazu [z, y] symbol z znamend ¢islo
padlé na prvni kostce, y znamend ¢islo padlé na druhé kostce. Mnozina {2 se ndm rozpadne na
dvé podmnoziny.

V prvni (na Obrazku jsou body (spiSe puntiky, ale to nechme stranou) reprezentujici
tuto podmnozinu vyznaceny Cervenym podbarvenim a samotné body maji ¢ervenou barvu) se
nachézeji prvky symbolizujici pripady, kdy na obou kostkach padla stejnd ¢isla:

[1,1], [2,2], [3,3], [4,4], [5,5], [6,6],

pro které je X = 1. Zbyvajici body predstavuji pfipady, kdy na prvni kostce padlo jiné ¢&islo
nez na druhé kostce. Ty maji modré podbarveni a body jsou na obrazku vyznaceny modrou
barvou. Pro tyto modré body je X = 0.

Volné fe¢eno — mnozina ) se nam rozpadla na dvé ¢asti — modrou a ¢ervenou — kde modré
prifazujeme hodnotu X = 0 a Cervené Casti prifazujeme hodnotu X = 1. Tolik tedy ke smyslu
Definice

2.1.1 Déleni na diskrétni a spojitou ndhodnou veli¢inu

V nésledujici ¢asti obéas pouzijeme slovni spojeni spocetnd mnoZina. O mnoziné muzeme Fici,
ze je spocetnd, pokud lze prvkim této mnoziny pfifadit pfirozend cisla tak, aby kazdy pr-
vek mnoziny mél pfifazeno prirozené &islo a zadné piirozené ¢islo se pfitom nepouzilo vice
nez jednou. V podstaté jde o to, ze spoCetnd mnozina je takovd mmnozina, ve které muzeme
stanovit potadi jejich prvkua - toto je prvni prvek mnoziny, druhy prvek mnoziny, tieti prvek
mnoziny, ... Takovd mnozina muze mit nekonetné mnoho prvku - stejné jako mnozina vsech
prirozenych ¢isel. Piikladem spocetnych mnozin jsou napf. mnozina vSech sudych ¢isel, mnozina
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vSech prvocisel atd. Na druhou stranu — ne kazda mnozina s nekone¢né mnoha prvky je spocetna.
Napiiklad jakykoli neprazdny interval redlnych ¢isel je nespocetnd mnozina.

Nédhodné veliciny muzeme dle charakteru jejich hodnot délit dva zakladni typy:
o diskrétni ndhodna veli¢ina (mnozina M je ddna vyétem hodnot),
e spojitd ndhodnd veli¢ina (mnozina M odpovidé intervalu redlnych cisel).

Definice 2.1.2. Diskrétni ndhodna veli¢ina nabyva hodnoty pouze z kone¢né nebo spocetné
mnoziny.

Priklady diskrétni ndhodné velic¢iny:
e ¢islo padlé pii hodu kostkou ... M = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
e pocet zmetku vyrobenych na vyrobni lince za jednu hodinu ... M = {0, 1, 2, 3, ...},

e pocet prodanych novin ve stanku za jeden den ... M = {0, 1, 2, 3, 4, ...},

e pocet bodu z pisemky ze statistiky u ndhodné vybraného studenta ... M = {0, 1, ..., 15}.

Definice 2.1.3. Spojitd ndhodna veli¢ina nabyva libovolnou hodnotu z kone¢ného nebo ne-
konecného intervalu realnych ¢isel.

Priklady spojité ndhodné veli¢iny:

e doba ¢ekéni na obsluhu ... M = (0,T) (kde T je konstanta zavisla na rychlosti obsluhy,
resp. mife nasi trpélivosti),

e rozmér ndhodné vybrané soucastky,
e vydrz baterie od posledniho nabiti,

e hmotnost nahodné vybraného ¢lovéka.

Ijlohy k samostatnému procviceni
2.9. Vrafte se k Pifkladu az Prikladu a rozhodnéte, zda ndhodné veliciny uvedené

v téchto pfikladech jsou diskrétni ¢i spojité nahodné veliciny.

2.10. Nahodnym pokusem je prodej jahod balenych v kosiku. Nahodnou veli¢inou X je hmot-
nost jahod v jednom prodaném kosiku. Rozhodnéte o typu (diskrétni x spojitd) ndhodné
veli¢iny.

2.11. Nahodnym pokusem je prodej jahod balenych v kosiku. Nahodnou veli¢inou X je mnozstvi
jahod v jednom prodaném kosiku. Rozhodnéte o typu ndhodné veli¢iny.

2.12. Nahodnym pokusem je prodej a nakup akcii na burze. Nahodnou veli¢inou X je cena
jedné akcie konkrétni firmy na konci obchodniho dne. Rozhodnéte o typu ndhodné veliciny.
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2.1.2 Zakon rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni nahodné veliciny

V této kapitole se vratime k piikladu, ktery pouzila dr. Simsové ve videopiednasce a budeme
demonstrovat zakon rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni nahodné veli¢iny.
Jiz vime, zZe jevy, které tvoii rozklad mnoziny €2, jsou navzajem neslucitelné. Pro pravdépo-
dobnost jejich sjednoceni plati
P(AjUAyU...UA,)=P(A))+ P(A2)+...+ P(4,).
Sjednoceni v8ech jevu, které tvoii rozklad mnoziny €2, je rovno pfimo mnoziné ) a vime, ze
P(Q2) =1 (jednd se o jisty jev).
Veéta 2.1.4. Zakon rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veliciny X 7ikd
Y PA)= ) PX=ux)=1 (2.1)
el T, EM
2.13. Nahodnym pokusem je hod dvéma kostkami. Nahodnou veli¢inou X je pocet Sestek,

které pti hodu padly. Uréeme mozné hodnoty ndhodné veli¢ciny X a pravdépodobnostni funkci
nédhodné veli¢iny X. Ovéime zdkon rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veli¢iny.

Resend: Mnozinu Q nyn{ zndzornime dalsfm moznym zptisobem — jako uspoiddané dvojice ¢isel
v Tabulce kde prvni hodnota tika jaké ¢islo padlo na prvni kostce a druhd hodnota uvadi
jaké cislo padlo na druhé kostce. Mnozina §2 se nyni rozpadla na tii ¢asti, které jsme barevné

L1213 1,4]1,5]1,6
2,112,2023[24]25]26
3,113,2[3,3[3,4(3,5]3,6
414,214,344 4,5]4,6
5,1152]53[54]55]5,6
6,1]6,2]6,3[6,4]6,5]6,6

Tabulka 2.3: Zobrazeni vysledki hodu dvéma kostkami

zvyraznili. Cervenym pismem jsou vyznaceny ty piipady, kdy je X = 0, zelenym pismem jsou
vyznaceny ty pripady, kdy je X = 1 a modrym pismem je vyznacen pfipad X = 2. Mnozina
M moznych hodnot ndhodné veli¢iny méa tii prvky a plati M = {0, 1, 2}. Vzhledem k poé¢tu
jednotlivych pripadu v Tabulce snadno odvodime nésledujici pravdépodobnosti.

A1 ... nehozena ani jedna Sestka e X=0 . P(X=0)=25/36
Ay ... hozena jedna Sestka . X=1 e P(X=1)=10/36
As ... hozeny dvé Sestky X=2 P(X=2)=1/36

Nyni ovérime, zda plati zdkon rozdéleni pravdépodobnosti (coz je nadsdzka — vime, ze plati).

Je 10 1 36

25
Y PX=z,)=PX=0+PX=1)+PX=2) + 26 =36 =1

==+t -+
" 36 36
Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢ciny muzeme znazornit graficky, viz Obrazek
Na vodorovné ose lezi hodnoty zx, na svislé ose nanasime pravdépodobnosti jednotlivych hod-
not x. Zde je % = 0.69, % =0.28 a % = 0.03. Vzhledem k tomu, ze sitka jednotlivych sloupcu
je rovna jedné, je soucCet obsahu vyznacenych obdélnika roven jedné.
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Obrézek 2.2: Rozdéleni pravdépodobnosti mezi jednotlivé hodnoty ndhodné veli¢iny X

2.2 Charakteristiky ndhodné velic¢iny

2.2.1 Modus (modalni hodnota) ndhodné veli¢iny

Definice 2.2.1. Nejpravdépodobnéjsi hodnotu nahodné veli¢iny X nazyvame modus ndhodné
veli¢iny X. Je to hodnota z ndhodné veli¢iny X, kterd méa nejvyssi pravdépodobnost, zZe nastane.

2.14. Uréime modus ndhodné veli¢iny uvedené v Piikladu

Resend: K uréeni modélni hodnoty potfebujeme znat pravdépodobnosti jednotlivych hodnot
ndhodné veli¢iny. Tyto uréime z pravdépodobnostni funkce P(X = z), kratce P(z). Vime, ze

plati

25
e =0
36 e
10
— r=1,

P(X=uz)=Pz)={ 36
1
— =2
36 e

L 0 ... prozbyvajici hodnoty .

Porovnanim hodnot pravdépodobnosti vidime, ze nejvyssi pravdépodobnost nastava pro = = 0,
proto je modéalni hodnotou ndhodné veli¢iny ¢islo nula, tj. £ =0 .
Ijlohy k samostatnému reSeni

2.15. Vypoctéte modalni hodnotu pro ndhodnou veli¢inu uvedenou v Piikladu na strané
19

2.16. Vypoctéte modalni hodnotu pro ndhodnou veli¢inu uvedenou v Piikladu na strané
19

2.17. Vypoététe modélni hodnotu pro ndhodnou velicinu uvedenou v Piikladu na strané
19
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2.2.2 Distribuéni funkce nahodné veliciny

Definice 2.2.2. Distribucni funkce F(x) ndhodné veli¢iny X uvadi, jaka je pravdépodobnost,
ze nahodna velicina X nabude hodnotu nejvyse z, tj.

F(z) =P(X<ux).

2.18. Nalezneme predpis distribu¢ni funkce pro nahodnou veli¢inu z Piikladu

Resend: Pouzijeme vysledky dané tlohy. Vime, ze pravdépodobnost je nenulové pouze v hod-
notach z = 0, x = 1 a o = 2. To znamend, ze napiiklad v piipadu F(1,4) = P(X < 1,4)
muzeme zapocitat pouze ty hodnoty x < 1,4, které maji nenulovou pravdépodobnost. To jsou
hodnoty x =0 a = 1. Proto

25 10 35

F(1,4) = PX < 1,4) = P(X=0)+ P(X=1) = 2+ o= = =2,

Mezi vyznamné hodnoty distribu¢ni funkce patii nésledujici piiklady.

F(z) = P(X < z)

F(o):P(XSO):P(O):%
F(1)= P(E< 1) = PO+ P() = 2 4+ 30 =

25 10 1 36
F2)=PX<2)=PO)+PLH+P2)=—=4+—=+—=—=1

(2) = P(X £2) = P(0) + P(1) + P(2) = = + 38+ = = =

S uvazenim vyse uvedenych poznamek dostavame pro zadanou ndhodnou veli¢inu X néasledujici

predpis distribuéni funkce F'(z).

0 ... <0
2
—5 ..o 02«1
35 1<zx<?2
36 -

1 ... 2<«zx

U'lohy k samostatnému reseni

2.19. Urcete predpis distribu¢ni funkce pro ndhodnou veli¢inu uvedenou v Priikladu na
strané

2.20. Urcete predpis distribu¢ni funkce pro ndhodnou veli¢inu uvedenou v Piikladu na
strané

2.21. Urcete predpis distribuéni funkce pro ndhodnou veli¢inu uvedenou v Piikladu na
strané

Nésledujici tlohy jsou vénovany pouziti distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny pfti
feSeni slovnich dloh.
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z 0 1 2 3 4 | X
P(X=x) 034|046 | 0.10 | 0.07 | 0.03 | 1

Tabulka 2.4: Rozdéleni pravdépodobnosti k Piikladu

2.22. Nadhodnym pokusem je vybér osoby v urcité oblasti. Nahodna veli¢ina X predstavuje
pocet sourozencu této vybrané osoby. Pravdépodobnostni rozdéleni X je uvedeno v Tabulce
Urcete predpis distribuéni funkce této nadhodné veli¢iny a vypocététe pravdépodobnost, ze pocet
sourozencu nahodné vybrané osoby je:

a) mensi nez 3,
b) nejvyse roven 3,
c) alespon 3,
d) vétsi nez 1 a mensi nez 4.
Resent: Ze zadéni piikladu plyne, ze distribuéni funkce bude své hodnoty ménit pouze pro

r=0,z=1, =2, ¢=3ax =4, v ostatnich hodnotach x je pravdépodobnost rovna nule.
Proto naptiklad

F(2,7)=P(X<2,7) =P(X=0)+PX=1)+ P(X=2)=0,34+0,46 + 0,10 = 0, 90.

Pro predpis F'(x) tak plati:

0 ... <0
034 ... 0<z<1
080 ... 1<z<?2
Fle) = 090 ... 2<x<3 ... aproto F(2,7)=0,90
097 ... 3<x <4
1 ... 4<z

\

Déle se budeme vénovat podilohdm a) az d).

a) Pravdépodobnost, ze pocet sourozencu X ndhodné vybrané osoby je mensi nez 3 znamend
P(X<3)=P0)+P(1)+ P(2) =0,34+ 0,46 + 0,10 = 0, 90.

b) Pro pravdépodobnost, Ze pocet sourozencu X je nejvyse roven 3, plati nasledujici rovnosti
P(X<3)=P(0)+P(1)+ P(2)+ P(3) =0,34+ 0,46 + 0,10 + 0,07 = 0, 97.

¢) Pro pravdépodobnost, ze pocet sourozencu X je roven alespon 3, plati nasledujici rovnosti
P(X>3)=P(3)+ P(4) =0,07+ 0,03 =0, 10.

d) Pro pravdépodobnost, ze pocet sourozencu X je vétsi nez 1 a soucasné mensi nez 4, plati
P(1<X<4)=P(2)+P(3)=0,10+0,07=0,17.

2.23. Zjistéte, zda funkce P(x) muze byt pravdépodobnostni funkei ndhodné veliciny X, kde
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= (z—5)/10 pro x =0, 5, 10, 15,

r) = 2%/10 proz =—1,0, 3.

Resend: Pfi hleddni odpovédi si musime uvédomit, jaké podminky musi spliiovat funkce, aby

mohla byt pravdépodobnostni funkci nahodné veli¢iny.

e Pravdépodobnosti vsech hodnot veli¢iny X musi lezet v rozmezi od nuly (véetné) do jedné

(véetné), tj. 0 < P(x) < 1 — viz definice pojmu pravdépodobnost.

e Soucet pravdépodobnosti vSech hodnot musi byt roven jedné — viz zakon rozdéleni pravdeé-

podobnosti ndhodné veliciny. Zde staéci secist pouze pravdépodobnosti, které jsou nenulové
— ty nulové do souc¢tu ni¢im nepfispéji.

V dalsich krocich proto budeme ovéfovat tyto podminky a pokud je ptedpis funkce takovy,

ze s témito podminkami neni v rozporu, budeme jej povazovat za moznou pravdépodobnostni

funkeci.

2)

Predpis funkce lze ,,prelozit do ¢estiny* timto zpusobem. Mozné hodnoty ndhodné veli¢iny
jsou pouze ¢isla x =0, x = 1, x = 2 a o = 3 a pravdépodobnost kazdé této hodnoty je
rovna %. Pravdépodobnosti pro ostatni hodnoty x jsou rovny nule. Prvni podminka je
splnéna. Pro ovéreni druhé podminky sec¢teme vSechny nenulové pravdépodobnosti. Je
P(0) + P(1) + P(2) + P(3) = 1 + + + 1 + 1 = 1. Druhd podminka je také splnéna a
uvedend funkce muze byt pravdépodobnostni funkeci.

Nyni jsou mozné hodnoty ndhodné veli¢iny opét pouze ¢islaxz =0,z =1,z =2azxz=3a
pravdépodobnost kazdé této hodnoty je rovna %, v ostatnich ptipadech je pravdépodobnost
rovna nule. Prvni podminka je splnéna — hodnoty pravdépodobnosti jsou v rozmézi od
nuly do jedné. Druhou podminku ovéfime se¢tenim nenulovych pravdépodobnosti. Je

11 1 1 4
Y P@)=P0)+P1)+P2)+PB)=;+5+-+7=7#L
3 3 3 3 3
zeM
Soucet pravdépodobnosti vysSel vyssi nez jedna, druha podminka je porusena, a funkce

proto nemiuze byt pravdépodobnostni funkci ndhodné veliciny.

Nyni jsou mozné hodnoty ndhodné veliciny pouze ¢isla x = 0, = 1 a x = 3. Prav-
dépodobnost kazdé této hodnoty zdvisi na hodnoté z podle vzorce P(x) = 7. Proto je
P(0) = % =0, P(1) = % a P(3) = %, v ostatnich pifipadech je pravdépodobnost rovna
nule (a pro x = 0 vlastné také). Prvni podminka je splnéna — pravdépodobnosti vsech
hodnot x lezi v rozmezi od nuly do jedné. K ovéfeni druhé podminky sec¢teme nenulové

pravdépodobnosti. Je

3
So1
"1

e~ =

> P(x)=P(1)+ P(3) =

rzeM
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Druhd podminka je také splnéna, funkce muze byt pravdépodobnostni funkci ndhodné
veli¢iny.

d) Mozné hodnoty ndhodné veli¢iny jsou ¢islaxz = 0, x = 5, x = 10 ax = 15. Pravdépodobnost

kazdé této hodnoty zavisi na hodnoté x podle vzorce P(z) = L2, Proto je P(0) = %2 =

—1, P(5) = %2 =0, P(10) = =2 = 1 a P(15) = 1355 = 1, v ostatnich piipadech (a

pro x = 5) je pravdépodobnost rovna nule. Pravdépodobnost hodnoty = 0 ndm vysla
zdpornd, je P(0) = —%, proto prvni podminka neni splnéna a funkce nemtze byt funkci
pravdépodobnosti. Toto plati dokonce presto, ze soucet pravdépodobnosti je roven jedné,
v 5 5 10 10

EP@)—P(OHP(NHP(%)—10+10+10—10—1

Funkce proto neni pravdépodobnostni funkeci.

e) Mozné hodnoty ndhodné veli¢iny jsou ¢isla z = —1, x = 0 a = = 3. To, Ze jedna z
hodnot je zdpornd, nevadi — problémem by bylo, kdyby jeji pravdépodobnost vychazela
=D? _ 1
5 5 10 — 10
P(0) = % =0a P(3) = % = 1%; pravdépodobnosti zbyvajicich hodnot jsou rovny nule.

zaporna. Dosazenim do vzorce pro pravdépodobnost dostaneme P(—1) =

Pravdépodobnosti vSech hodnot jsou v rozmezi od nuly do jedné, proto je prvni podminka
splnéna. Druhou podminku ovéiime sou¢tem nenulovych pravdépodobnosti. Je

1 9
Y P@)=P-1)+PB)=—+-—-=1
10 10
zeM
Soucet pravdépodobnosti je roven jedné, druhd podminka je splnéna a funkce muze byt
pravdépodobnostni funkci ndhodné veliciny.

2.2.3 Momentové charakteristiky ndhodné veliciny

V této ¢asti si pfipomeneme a procviéime pojmy obecny moment k-tého Ffadu a centrovany
moment k-tého fadu (viz videopfednaska dr. Simsové Diskrétni nahodn4 veli¢ina 2 od ¢asu cca
5:22).

Definice 2.2.3. Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X s moznymi hodnotami =i, zs, ...,x, a
jejich pravdépodobnostmi p; = P(x;) = P(X = ;) definujeme k-ty obecny moment vztahem

Velmi pouzivanym obecnym momentem je proni obecny moment, kterému castéji fikame
stredni hodnota a misto oznaceni m%) pouzivame k jeho oznaceni symbol p. Setkat se také
muzeme s oznacenim F(X) a ndzvem ocekdvand hodnota (z anglického vyrazu expected value),
viz nésledujici definice.

Definice 2.2.4. Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X s moznymi hodnotami i, zs, ..., 2, a
jejich pravdépodobnostmi p; = P(x;) = P(X = ;) definujeme stfedni hodnotu F(X) vztahem

EX)=p= Y x;-Plx). (2.2)

zr, €M
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Stredni hodnotu ndhodné veli¢iny X lze chapat jako teoretickou hodnotu, ktera predpovida
prumeér z realizaci ndhodné veli¢iny pii dostateéné vysokém poctu opakovani prislusného na-
hodného pokusu — v tom smyslu, ze ¢im vice pokust probéhlo, tim vice se prumér z realizaci
nahodné veli¢iny blizi stfedni hodnoté této veli¢iny. Tuto poznamku upiesnime po vykladu tzv.
limitnich vet a jejich souvislosti v nékteré z nasledujicich prednések.

2.24. Nihodnym pokusem je hod spravedlivou kostkou. Nahodnou veli¢inou X je ¢islo, které
na kostce padlo pfi tomto hodu. Vypocététe stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny X.

Reseni: Mozné hodnoty X jsou ¢isla padld na kostce, je tedy mnozina vech hodnot ndhodné
veliciny X rovna M = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Predpoklddame, ze kostka je spravedlivd, tj. vsechny
hodnoty padaji se stejnou pravdépodobnosti, a plati

Dosazenim do vzorce (2.2)) dostaneme

EX)=p= Z x; - P(x;) =21 - P(z1) + 22 - P(x2) + ... + x6 - P(xg)
T, €M
1 1 1

1 1 1
=1.-4+92.= 4= - -
6+ 6+3 6+ 6—|—5 6+66

6 66 6 6 6

21 7
== - =35
6 2

Stredni hodnota vysla p = 3, 5, coz je v souladu s nasim o¢ekavanim. Pfi dostatecném poctu opa-
kovani hodu totiz muZzeme o¢ekdvat priblizné stejny pocet jednicek, dvojek, trojek, ..., Sestek
a prumeér z téchto hodnot bude blizky ¢islu 3,5 (vypoctéte si prumér z hodnot 1,2,3,4,5,6).

Podobné jako pro prvni obecny moment ndhodné veliciny méme specidlni oznaceni i pro
druhy obecny moment ndhodné veli¢iny, viz definice .

Definice 2.2.5. Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X s moznymi hodnotami i, zs, ...,x, a
jejich pravdépodobnostmi p; = P(z;) = P(X = z;) definujeme druhy obecny moment E(X?)
vztahem

E(X?) = a} P(x:). (2.3)

Kromé obecnych momentu pracujeme i s tzv. centrovanymi momenty ndhodné veli¢iny.
Piipomeneme obecnou definici centrovaného momentu k-tého fadu a pak se budeme vénovat

ptylu, pro ktery pouzivame oznaceni D(X) nebo o2.

Definice 2.2.6. Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X s moznymi hodnotami z1, xo, ..., 2z, a
jejich pravdépodobnosti p; = P(z;) = P(X = z;) definujeme k-ty centrovany moment vztahem

mE =3 [oi - BX)]" - P(a;) = E([X - E(X)]k). (2.4)

z, €M
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7 Definice plyne, ze pii vypoctu centrovanych momentu jiz musime znat stfedni hod-
notu E(X). Kazdou hodnotu z pak snizime o hodnotu E(X), tento rozdil umocnime na k-tou
mocninu, tuto mocninu vynasobime pravdépodobnosti hodnoty z. Tyto operace provedeme
se vemi hodnotami z a vysledky seCteme. Konkrétni zpusob vypoctu si ukdzeme na piipadé
druhého centrovaného momentu — rozptylu.

Definice 2.2.7. Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X s moznymi hodnotami =1, zs, ...,Z, a
jejich pravdépodobnosti p; = P(x;) = P(X = ;) definujeme rozptyl D(X), resp. 02 vztahem

m2=D(X)=0’= Y [ri— BE(X)]* P(x;) = E([X - E(X)]2>. (2.5)
zr, €M

2.25. Nahodnym pokusem je hod spravedlivou kostkou. Nahodnou veli¢inou X je ¢islo, které

na kostce padlo pii tomto hodu. Vypoctéte rozptyl zadané ndhodné veli¢iny.

Reseni: Navéazeme na fesenf Pikladu ve kterém jsme pro tuto ndhodnou veli¢inu vypocitali
stiedn{ hodnotu E(X) = 3,5. Ve vzorci ([2.5) tak misto vyrazu E(X) muzeme uvazovat hodnotu
3,5. Tim dostaneme

DX)=0"= Y [vi— EX)]"- P(a;)

z, €M
2
=Y [ —3,5)]" - P(x)
z, €M
=(1-3,5)?2. 1+(2 3,5)> 1+(3 3,5)> 1+(4 3,5)> 1y
N ' 6 ’ 6 ’ 6 ’ 6
1 1
5-3,5)% - +(6-3,5)% =
1 1 1 1 1 1
=(=2,52 — +(=1,5)% = +(=0,5)%- = +(0,5)% - = + (1,5)%- = +(2,5)* -
(7)6(7)6+(,)6+(,)6+()6+(,)6
1 1 1 1
=6,2 2,2 25~ 40,25 = +2,2 25 - =
656+ 56+0,56+0,56+,56+656
6,25 2,25 0,25 0,25 2,25 6,25 17,5 35 _
-2 ’ ’ ’ ’ = 0T =0 —9.916 = 2,92.
6 "6 6 6 6 "6 6 12 ’

Vypocet rozptylu lze zjednodusit pouzitim nésledujici véty.

Véta 2.2.8. Pro diskrétni ndhodnou velicinu X se stredni hodnotou E(X) a druhym obecnym
momentem E(X2) lze rozptyl D(X) vypoéitat pomoci vztahu

D(X) = o? = B(X?) — [E(X))% (2.6)

Pouziti Véty si ukdzeme novym vypocCtem rozptylu ndhodné veli¢iny ze zadani z
Piikladu 2.2

2.26. Nédhodnym pokusem je hod spravedlivou kostkou. Nahodnou veli¢inou X je ¢islo, které na
kostce padlo pfi tomto hodu. Vypoctéte rozptyl zadané ndhodné veli¢iny pomoci vzorce (2.6)).
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Resend: Jiz vime, ze zadana nahodnd veli¢ina m4 sttedni hodnotu E(X) = 3,5. Pro dosazeni do
vzorce ([2.6) budeme potiebovat druhy obecny moment. Podle vzorce ([2.3]) plati

E(X*) = ) af Px)

T, €M
=af - P(a1) + a3 - P(x2) + 23 - P(xs) + o - P(aa) + 23 - P(xs) + a - P(xg)
1 1 1 1 1 1
—12.2492.2432.2442. 2 452.2462.2
6+ 6 6+ 6 6+ 6

_ 1,49 16 25 3691
6 6 6 6 6 6 6

Nyni jiz vime, ze E(X) = 3,5 = % = %1 a B(X?) = % a muzeme dosadit do vzorce 1)

D(X) = 0 = B(X?) — [EX)? = 2 _ (21>2 546 441 105 _ 35

6 6 36 36 36 12

Vysledek D(X) vysel v obou piipadech (Piiklad i Piiklad [2.26)) stejné a hodnota rozptylu

: 35
je rovna D(X) = 5.
Dalsi vyznamnou statistickou veli¢inou je smérodatnd odchylka ndhodné veli¢iny. Jeji definice

vychdzi z veli¢iny rozptyl, viz nasledujici definice.

Definice 2.2.9. Smeérodatnd odchylka o ndhodné veli¢iny X je definovana jako odmocnina

z rozptylu této ndhodné veli¢iny, tedy
o =+/D(X). (2.7)

2.27. Nédhodnym pokusem je hod spravedlivou kostkou. Nahodnou veli¢inou X je éislo, které
na kostce padlo pfi tomto hodu. Vypoctéte smérodatnou odchylku zadané ndhodné veliciny.

Resent: Vyjdeme z jiz znamych vysledki. Vime, ze ndhodnd veli¢ina X m4 rozptyl D(X) = %

Pouzitim vzorce (2.7) dostaneme

o =+/DX) = \/% =/2,916 = 1, 71.

Smérodatna odchylka ndhodné velic¢iny X je rovna o =1, 71.

2.28. Obsluha ndpojového automatu potiebuje zjistit, jak ¢asto méa dopliovat jisty druh ndpoje
v daném automatu. Na zakladé minulych tidaju o prodeji odhadla obsluha automatu nésledujici
pravdépodobnostni rozdéleni veliciny X, kde ndhodnéa veli¢ina X znamend pocet lahvi daného

T 15 16 17 18 19 20 | >
P(z) | 0.10 | 0.15 | 0.30 | 0.20 | 0.15 | 0.10 | 1

Tabulka 2.5: Pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X: pocet prodanych lahvi denné

népoje prodanych za jeden den, viz Tabulka 2.5 Vypoctéte stiedn{ hodnotu poétu prodanych
lahvi napoje za jeden den a rozptyl této veli¢iny.
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Resenid: Nejprve vypocteme stiedni hodnotu. Jsou zndmy hodnoty z i jejich pravdépodobnosti
P(z), proto muzeme piimo dosadit do vzorce ([2.2]).

xr, €M
=15-0,10+16-0,154+17-0,304+18-0,20+19-0,15+20-0, 10
= 17,45
Sttedni hodnota poc¢tu prodanych lahvi denné vysla rovna 17,45 lahvi/den.
Rozptyl ndhodné veli¢iny vypocteme ze vzorce (12.5)). K tomu potfebujeme vypoéitat hodnotu
E(X?). K vypoétu E(X?) pouzijeme rovnici (2.3). Tim dostaneme

EX?*) =Y a7 P(z;)
z, €M
=15%.0,10+162-0,154 17%-0,30 + 182 - 0,20 + 192 - 0,15 + 20% - 0,10

= 306, 55
Nynfi jiz muzeme dosadit do vzorce ([2.5)). Je
D(X) = E(X?) — [E(X)]? = 306.55 — (17.45) = 2, 0475.

nahodné veli¢iny X je roven piiblizné D(X) = 2,05.
Ze zndmého rozptylu ndhodné veli¢iny muzeme vypocitat také smérodatnou odchylku ndhodné

veli¢iny

o =+/D(X) =/2,0475 = 1,431.

Smeérodatna odchylka ndhodné veli¢iny X je rovna pfiblizné o = 1, 43.

Komentaf k vysledkim dlohy Miuzeme si samoziejmeé klast otazku, k cemu ndm vypoctené
hodnoty ,jsou”, tj. jaké je pouziti hodnot E(X), D(X), resp. o.

Vyznam stiedni hodnoty F(X), resp. u, spo¢ivd v odhadu, jaké je prumérné mnozstvi pro-
danych lahvi za den. Pak muzeme piiblizné odvozovat pocty prodanych lahvi za dva dny (2- u),
za tyden (7 - p), mésic (30 - u) atd. Odtud pravdépodobné plyne ekvivalentni nézev ocekdvand
hodnota. O tom, jak blizko budou tyto odhady skuteénym realizacim ndhodné veli¢iny nam
podévaji informaci hodnoty D(X), resp. o. Asi tusite, ze ¢im niz$i budou obé hodnoty D(X)
a o, tim vice se skute¢né realizace nahodné veli¢iny za dva dny, za tyden, mésic atd. budou
blizit vypoc¢tenym hodnotam. Vice se k tématu dozvite po vykladu tzv. limitnich vét a jejich
souvislosti.

2.29. Piedpoklddejme hypotetickou situaci, pii které hrac¢ sazi pii ruleté 100 K¢ stéle na ¢ernou
barvu. Nahodné veli¢ina X predstavuje velikost jeho vyhry v kazdé kole hry. Vypoctéte stfedni
hodnotu E(X), rozptyl D(X) a smérodatnou odchylku o této ndhodné veli¢iny. Interpretujte
vyslednou hodnotu stfedni hodnoty této ndhodné veli¢iny.

Resend: Piipomenme relevantni informace k hie ruleta. Hru #di krupiér, ktery roztoci hraci
kolo s oc¢islovanymi piihradkami a v protisméru otaceni kola do néj vhodi hraci kulicku. Ta
obihd po obvodu kola az se jeji rychlost tfenim snizi natolik, ze kulicka spadne do nékteré
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z ocislovanych prihradek v prostiedni ¢asti hraciho kola. Téchto piihrddek je (v tzv. evropské
verzi rulety) celkem 37 a jsou ocislovany ¢isly od 0 do 36. Piihrddka s ¢islem 0 ma zelenou
barvu. Piihradky s ¢isly od 1 do 36 maji viceméné stiidavé cervenou a cernou barvu; podle
toho, jakou barvu maé piihradka, do které padla kulicka, fikdme, ze padla cervend, ¢ernd nebo
zelend barva. Upresnéme, ze Cervenych piihradek je 18, cernych prihradek je také 18.

Jednou ze sézek, které hra¢ provadi, muze byt sdzka na barvu, kterd padne. V takovém
pripadé hraé¢ polozi na hraci plan obnos symbolizujici vysi sazky na pole s ¢ervenou nebo ¢ernou
barvou (pozndmka: na zelenou barvu se nesazi — této situaci odpovidé sédzka na padnuti ¢isla 0).
Pokud hra¢ uhodne barvu, krupiér mu vrati jeho vklad a navic pfidd vyhru ve vysi hracova
vkladu. Pokud hra¢ barvu neuhodl, krupiér si vezme z hraciho planu hracav vklad a vénuje mu
maximalné litostivy iismév. Ve skutecnosti navic hra probihd tak, ze hraci misto s penézi hraji
pomoci Zetonu s jistou penézni hodnotou a krupiér mé profesionalné neutralni vyraz ve tvari.

Nyni jiz mame dostatek informaci k tomu, abychom mohli tdlohu fesit. Pfipomenme, ze
nahodnd veli¢ina X ptredstavuje velikost vyhry hrice v kazdé kole hry.

Uvazujme situaci, kdy hra¢ ma pied zahdjenim hry hotovost ve vysi 1000 Ké. Vsadi 100 K¢,
v tu chvili m4a u sebe hotovost ve vysi 900 Ké. Pokud vyhraje, krupiér mu vrati vklad 100 K¢ a
navrch pfida dalsich 100 K¢ jako vyhru. V takové situaci ma hra¢ po vyplaceni sazek hotovost
ve vysi 1100 K¢ a jeho vyhra ¢ini 100 K¢é. Pokud hra¢ prohraje, krupiér si vezme jeho sazku a
nic mu neda. V takové situaci ma hra¢ po vyplaceni sazek hotovost 900 K¢ a jeho ,,vyhra® éini
—100 Ke.

Mozné hodnoty ndhodné veliciny X proto jsou —100, nebo 100. Piedpokladame, ze ruleta
je spravedliva, tj. kazdé ¢islo ma stejnou Sanci na padnuti. Hra¢ vyhraje 100 K¢, pokud padne
nékteré z 18 ¢ernych ¢isel z celkového poctu 37 ¢isel. Pravdépodobnost vyhry je rovna

18

P(X=100) = —.

( )= 37

Hrac prohraje, pokud mu padne nékteré ze zbyvajicich 19 ¢isel (1 zelené a 18 Cervenych).
Pravdépodobnost prohry, tj. vyhry —100 K¢, je

19
P(X=-100) = —.
( )= 37
Pravdépodobnostni funkce tedy méa predpis
19
=, ... x=-—100,
ro-{

Znéame-li pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny, muzeme vypocitat jeji charakteristiky.

19 18
E(X)= > ;- P(x;) =21 - P(x1) + 23 - P(w) = (—100) - — +100- —_
=, 37 37
1900 1800 100
37 + 37 37 7
Sttedni hodnota (o¢ekdvana hodnota) nam vysla F(X) = —2,7. Tuto hodnotu muzeme inter-

pretovat jako castku, kterou hra¢ primérné v kazdém kole hry ,vyhrava“. Jinymi slovy, hrac
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primérné pii kazdém kole hry ztraci 2,7 Ké. Dalsi vypocty jsou nésledujici.

19 18 190000 180000 370000
B(x%) = 3 a2 P(ai) = (~100)- 22 + 1007 o = + -

= =1
37 37 37 37 37 0000
T, €M

D(X) = E(X?) — [E(X)]* = 10000 — (=2,7)% = 10000 — 7,29 = 9992, 71

o= +/D(X) = /9992, 71 = 99,96

Smérodatna odchylka vysla ndsobné vétsi nez je stiedni hodnota. To ukazuje na zna¢nou vari-
abilitu moznych vysledk a diky tomu se muze stédt, ze ob¢as néktery hra¢ ,skonéi v plusu®. Je
nutné vsak mit na paméti, ze Castéji vyhrava kasino.
2.2.4 Shrnuti kapitoly - tlohy k samostatnému reSeni
2.30. Urcete, které z nésledujicich nahodnych veli¢in jsou diskrétni, resp. spojité.

e Pocet vadnych vyrobku v baleni 24 ks.

e Pocet bodi, které ziskd FK Teplice na konci soutézniho ro¢niku.

e Doba trvéani cviceni ze statistiky.

e Pocet zakazniku, ktefl piijdou k pokladné v supermarketu béhem jedné hodiny.

e Hmotnost dataprojektoru v této mistnosti.

e Pocet spravné urcéenych odpovédi v tomto cviceni.

e Doba stravend cekanim ,na zelenou u semaforu“ od doby zastaveni u semaforu po na-
skoc¢eni zelené na semaforu.

2.31. Nihodna velicina X predstavuje pocet padlych Sestek pii hodu tfemi kostkami. Urcete
pravdépodobnostni funkci a distribuéni funkci této nahodné veli¢iny.

2.32. Nahodna veli¢ina X predstavuje pocet padlych Sestek pii hodu tfemi kostkami. Stanovte
stfedni hodnotu F(X), rozptyl D(X) a smérodatnou odchylku o této ndhodné veli¢iny X.

2.33. Nahodna velicina X pfredstavuje pocet novinovych titulu, které si ndhodné vybrany
zakaznik zakoupi v novinovém stanku. Pravdépodobnostni rozdéleni X je uvedeno v tabulce.
Urcete pravdépodobnost, ze pocet zakoupenych tituli u ndhodné vybraného zakaznika je

T 0 1 2 3 4
P(z) | 0.3]0.5]0.15| 0.1 | 0.05

e vétsi nez dva,
e nejvyse roven dvéma,

e alespon dva,
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e vétsi nez jedna a mensi nez tii.

2.34. Vypoctéte stiedni hodnotu F(X), rozptyl D(X) a smérodatnou odchylku o ndhodné
veliciny z Piikladu [2.32]

2.35. Nahodna velic¢ina predstavuje pocet hodu kostkou do doby, nez padne Sestka. ZapiSte
pravdépodobnostni funkci této veli¢iny a vypoctéte stfedni hodnotu E(X), rozptyl D(X) a
smérodatnou odchylku o této ndhodné velic¢iny.

2.3 Dailezita rozdéleni diskrétni nahodné veli¢iny

2.3.1 Binomické rozdéleni

vvvvvv

veli¢iné s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti. Pfed vyslovenim definice uvedeme nékolik
ilustrac¢nich piiklada, které by mély pomoci rozeznat tento typ ndhodné veli¢iny.

Na tvod uvazujme nasledujici situaci. Ndhodnym pokusem je hod kostkou a ndhodny jev
A nastane, pokud pii tomto hodu padne Sestka. Snadno odvodime, ze pravdépodobnost jevu je
rovna P(A) = %. Nyni provedeme 10 hodu kostkou a pii kazdém hodu sledujeme, zda nastal
jev A, resp. kolikrat jev A béhem onéch 10 hodu nastal, tj. kolik Sestek padlo béhem deseti
hodu kostkou. Muze se stét, ze Sestka nepadla ani jednou (tj. pocet piipadu, kdy nastal jev
A je roven nule), muze se také stat, ze Sestka béhem deseti pokusu padla napiiklad dvakrét
(pak je pocet piipadu, kdy nastal jev A roven dvéma). Pro téchto 10 hodu kostkou tak muzeme
zavést ndhodnou velicinu X, jejiz hodnoty odpovidaji poctu padlych Sestek pii deseti hodech,
tj. odpovidaji poc¢tu piipadu, ve kterych nastal jev A. Mozné hodnoty této ndhodné velic¢iny
jsou M ={0, 1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10}.

Podobné muzeme uvazovat situaci, pfi které hdzime minci a sledujeme, zda padne rub ¢i
lic. Pokud padne rub, fekneme, Zze nastal jev A. Piedpokladejme, Ze rub i lic maji stejnou
sanci padnout, pak je pravdépodobnost padnuti rubu pfi jednom hodu rovna P(A) = % Nyni
budeme minci hazet dvacetkrat a budeme sledovat, kolikrat nastal jev A, tj. kolikrat padl rub.
Opét muzeme zavést ndhodnou veli¢inu X, jejiz hodnoty fikaji, kolikrat nastal jev A v sérii 20
nahodnych pokusi, tj. kolik rubtu padlo pii dvaceti hodech minci. Mozné hodnoty této ndhodné
veliciny jsou M = {0, 1, 2, 3,4, 5, ..., 19, 20}.

Predpoklddejme, ze jisty biatlonista pii kazdém vystielu zasdhne ter¢ s pravdépodobnosti
p =0,9; tj. dlouhodobé m4 dspésnost zdsahu terce 90 %. Tento biatlonista piijede na stfelnici a
st¥ili pétkrat na terc. Sledujeme, kolikrat se pii téchto péti pokusech trefil do terce. Nahodnou
veli¢inou bude pocet Uspésnych zdsahu pii péti vystielech na ter¢. Mozné hodnoty této nahodné
veliciny jsou M = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Vsechny uvedené situace maji spolecny rys, ktery popiseme v nasledujici definici.

Definice 2.3.1. Predpoklddejme, ze pii ndhodném pokusu sledujeme jisty ndhodny jev A,
jehoz pravdépodobnost ozna¢ime symbolem p. Je tedy P(A) = p. Uskuteénime-li tento nahodny
pokus n-krat, pak pocet pripadi, kdy nastane jev A je ndhodnou veli¢inou X s tzv. binomickiym
rozdélenim pravdépodobnosti. Tuto ndhodnou veli¢inu oznac¢ujeme symbolem Bi(n, p), kde n a p
jsou parametry tohoto rozdéleni (n predstavuje pocet opakovéni pokusu, p je pravdépodobnost
nastani jevu A pii jednom opakovéani pokusu).
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Mozné hodnoty ndhodné veli¢iny jsou M = {0, 1, 2, ..., n}. Pravdépodobnost, ze ndhodna
vélicina X nabude hodnotu x, tj. pravdépodobnost, ze pii n opakovanich pokusu nastane jev A
pravé x-krat, je rovna:

P(X = 2) = P(z) = (Z) (1) (2.5)

Pro stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti
plati:
EX)=n-p,  DX)=n-p-(1-p) (2.9)

2.36. Uvazujme bézny balicek s 32 hracimi kartami (kde jsou 4 esa.) Z balicku vybereme
kartu, podivame se, zda je to eso, a pak kartu vratime do balicku a balicek poctivé zamichdme.
Takto vybereme a vratime kartu celkem pétkrat. Nahodnou veli¢inou X je pocet piipadua, kdy
vybranou kartou bylo eso. Vypoététe hodnoty

Daéle vypoctéte sttedni hodnotu F(X) a rozptyl D(X).
Resend: Ze zadani plyne, ze X je ndhodn4 veli¢ina s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti
— jev A nastane, pokud vytdhneme eso; ndhodny pokus opakujeme celkem pétkrat a pravdé-

podobnost jevu A je pii kazdém opakovani vybéru stejnd (jednd se o vybér s vracenim). Je
tedy

nahodny jev vybeér esa

A
X ... nahodna veli¢ina mérici kolikrdt nastal jev A
5 pocet opakovani pokusu

1

8

pravdépodobnost vybéru esa pii kazdém tahu karty
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Dosazenim do rovnice (2.8) dostaneme

Pt =a) =P = (1) -

Pro pripad z =0

- ) () (-3)
e () ()

=1-1-0,875°

=0,513
Pro pripad =z =2

rocea-r=()-( )
)

~_.0,125%0,875°

~ 913l
—10-0,015625 - 0, 669921875
= 0,105

Pravdépodobnost, ze pti vybéru péti karet s vracenim nevytahneme eso, je rovna ptiblizné 0, 512.
Pravdépodobnost, ze pfi vybéru péti s vracenim vytdhneme eso dvakrat, je rovna piiblizné
0,105.

Pro stfedni hodnotu a rozptyl plati vztahy .

1
E(X):n-p:5-§:0,625

1 1 1 7 35
DX)=n-p-(1—=p)=5-=--(1-=])=5.2. ==
(&) =n-p-( ) 58 ( 8) 58 8 64 0,55

Poznamenejme, ze hodnoty E(X), resp. D(X) lze vypocitat i podle vzorcu (2.2.4)), resp. ([2.5)),
které jsme zavedli v Kapitole Nicméné, zde pouzité vzorce jsou vyznamné jednodussi k
pouziti — neni nutné vypocitavat pravdépodobnosti ke kazdé hodnoté X.

2.37. Studenti pisi pisemku ve formé testu s 20 otdzkami. U kazdé otdzky jsou nabidnuty 4
mozné odpovédi, z nichz pravé jedna je spravna. Jaka je pravdépodobnost, ze student, ktery
naprosto ndhodné tipuje odpovédi, odpovi spravné

a) prave tii otdzky?
b) nejvyse tii otazky?
c) alespon tii otézky?

Resend: Odpoveéd na kazdou otazku predstavuje podle zadani ndhodny pokus s moznymi vysledky:
student uhodne spréavnou odpovéd, resp. student neuhodne spravnou odpovéd. Oznaéme na-
hodnym jevem A situaci, kdy student uhddne sprdvnou odpovéd. Pravdépodobnost jevu A je
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p= i. Odpovidani na 20 otazek predstavuje sérii 20 pokusu, pii kterych sledujeme, zda nastal

jev A — student vybral spravnou odpovéd. Pocet spravné zodpovézenych otdzek predstavuje

nahodnou veli¢inu s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti s parametry n = 20 a p = % =

0,25, tedy X ~ Bi (20, i) Dosazenim do vzorce 1' dostaneme odpovédi na zadané otazky.

a) Student, ktery ndhodné tipuje odpovédi, odpovi spravné praveé tii otazky pro X = 3.

P(X=3)=P(3) = (230) -0,25% - (1 —0,25)2073

20! 20!
= 0,250,757 = -0,25% 0,757
31 (20 — 3)! 3. 17!
18-19-20
= 53 0,015625 - 0,007517 = 1140 - 0,00011745 = 0, 134

b) Student, ktery ndhodné tipuje odpovédi, odpovi spradvné nejvyse tii otdzky pro X < 3.
PX<3)=PX=0+PX=1)+PX=2)+PX=3)=P0)+P(1)+ P(2) + P(3)

= <200) -0,25% - (1—-0,25)2070 4 (210) 20,251 (1—-0,25)20" 14

20 20
+ <2> 20,252 (1—0,25)2072 4 <3> -0,25% - (1 —0,25)%073

20!
=———  .0,250.0,75%
o200y 7 T

20!
11 (20 — 1)!
20! 20!
oo —2) 31-(20 = 3)!
=0,7524+20-0,25-0,75' + 190 - 0,252 + 1140 - 0,25 - 0, 757
= 0,003 + 0,021 4 0,067 + 0,134 = 0,225

-0,25' -0, 75"+

-0,25%-0,75'% + -0,25% 0,757

¢) Student, ktery ndhodné tipuje odpovédi, odpovi spravné alespon tii otdzky pro X > 3.

P(X>3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X

—=5)+...+ P(X =19) + P(X = 20)
= P(3) + P(4) + P(5) + P(6) + P(

7)+ P(8)+ ...+ P(19) + P(20)

Takovy vypocet je neimérné niarocny, vyuzijeme zdkon o rozdéleni pravdépodobnosti
ndhodné veli¢iny, viz Véta na strané Vsechny mozné hodnoty ndhodné veli¢iny
X jsou v tomto ptipadé M = {0, 1, 2, ..., 19, 20} a soucet jejich pravdépodobnosti je
podle uvedené véty roven jedné, tedy

P0)+ P(1)+P(2)+ P(3)+P(4)+ P(5) + ...+ P(19) + P(20) = 1.
7 toho plyne vztah
P(3)+ P(4) + P(5) + P(6) + P(7) + ... 4+ P(19) + P(20) = 1 — (P(0) + P(1) + P(2)).
Z toho duvodu muzeme hledanou pravdépodobnost vypocitat jednoduseji takto:
P(X>3)=1-P(X<2)=1-(P(0)+P(1)+P(2)) = 1—(0,00340,02140,067) = 0,909,
kde hodnoty P(0), P(1), P(2) jsou pouzity z feSeni ¢asti b).
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7 ptedchozich piikladu je ziejmé, ze vypocty pravdépodobnosti u ndhodné veli¢iny s bino-
mickym rozdélenim jsou ponékud rozsahlejsi. V piiloze ¢. 1 na strané [50| je popsan postup, jak
Ize tyto vypocéty provést pomoci programu Ezcel z baliku Microsoft Office. Popsany postup pak
funguje stejné i v piipadé dalsich tabulkovych procesoru napi. v Tabulkdch dostupnych mezi
aplikacemi Googlu atd.

leohy k samostatnému resSeni

2.38. Jaka je pravdépodobnost, ze pti 10 hodech minci padne lic
a) pravée dvakrat?
b) alespon jednou?
c¢) nejvyse tiikrat?

2.39. Podil nezaméstnanych v populaci je 20 %. Vypoctéte pravdépodobnost, ze mezi 10 ndhodné
vybranymi osobami budou nejvyse dva nezaméstnani.

a) nejvyse dva nezaméstnani.

b) alespon dva nezaméstnani.

2.3.2 Hypergeometrické rozdéleni

Hypergeometrické rozdéleni je zakladnim pravdépodobnostnim rozdélenim pii vybéru bez vra-
ceni, kdy provedeme nahodny vybér a vybranou jednotku nevracime do zakladniho souboru.

2.40. Urcity typ soucéastek je doddavan v sériich po 50 kusech. Pii prejimaci kontrole je z
kazdé série ndhodné vybrano 5 vyrobkua ke kontrole. Tato kontrola je pfitom provadéna tak,
ze vyrobek je podroben destrukéni zkousSce. Vime, ze v sérii je deset vadnych kusi. Potom
pocet vadnych kust mezi péti vybranymi vyrobky je ndhodnou veli¢inou s moznymi hodnotami
M ={0,1, 2, 3,4, 5}.

2.41. V balicku 32 karet jsou 4 esa. Hrajeme hru, pii které si z balicku vezmeme do ruky
6 ruznych karet. Potom pocet es v ruce je ndhodnou veli¢inou s moznymi hodnotami M =
{0, 1, 2, 3, 4}.

2.42. V balicku 32 karet je 8 srdcovych karet. Hrajeme hru, pii které je v talonu odhozeno jiz
26 karet a ve hie zbyva pouze 6 karet. Potom pocet srdcovych karet odhozenych v talonu je
nahodnou veli¢inou s moznymi hodnotami M = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.

Spoleénym rysem uvedenych tiloh je, ze mame néjaky zakladni soubor prvku (vyrobky v sérii,
balicek karet) a nékteré z prvku tohoto souboru maji néjakou vlastnost (byt vadny vyrobek,
byt eso) a zbylé prvky zékladniho souboru tuto vlastnost nemaji (vyrobky bez vady, ,ne-esové*
karty). Provedeme vybér nékolika prvku ze zakladniho souboru. V ném mohou byt jak prvky
s uvazovanou vlastnosti, tak i prvky bez této vlastnosti. Ndhodnou veli¢inou je pocet prvka s
danou vlastnosti v provedeném vybéru.
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Definice 2.3.2. Méjme situaci, kdy v zdkladnim souboru o N prvcich jich ma M urcitou
vlastnost a zbylych N — M prvka tuto vlastnost nema. Postupné ze souboru vybereme n
prvku, z nichz zadny nevracime zpét. Pocet prvkiu se sledovanou vlastnosti mezi n vybranymi
prvky je ndhodnou velicinou X s tzv. hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti. Pro
pravdépodobnostni funkci veli¢iny X plati

() )
()

Pro stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny s hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti

E(X):n-% D(X):n-M-<1—A]\/‘;>-x:T (2.11)

PX=z)=P(z) = pro max{n — N + M,0} <z <min{M,n}, (2.10)

plati:

Pfipomenme, ze ve vzorci (2.10)) je

e N rozsah zakladniho souboru

e M pocet prvka s danou vlastnosti v zdkladnim souboru
e n pocet prvka vybranych ze zdkladniho souboru

e x pocet prvku z vybéru s uvazovanou vlastnosti

Dtivody podminek ve vzorci omezujicich hodnotu z, jak zdola tak shora, jsou naznaceny
v uvodnich tlohéach. V Piikladu byla nejvyssi moznou hodnotou z velikost vybéru (vadnych
vyrobku bylo vice nez je velikost vybéru). V Piikladu bylo nejvyssi moznou hodnotou =
mnozstvi prvku s danou vlastnosti v zdkladnim souboru (es bylo méné nez je velikost vybéru).
V Priikladu bylo nejnizsi moznou hodnotou z &fslo 2, nebot v balicku karet je celkem 8
srdcovych es a ve hie zbyva poslednich 6 karet. To znamena, Zze minimalné 2 srdcové karty jsou
jiz odhozeny do talonu. Tyto okolnosti vzdy musime uvazit, kdyz stanovujeme mozny rozsah
hodnot ndhodné veli¢iny s hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti.

2.43. V balicku 32 karet jsou 4 esa. Jakd je pravdépodobnost, ze pii ndhodném vybéru (bez
vraceni) 6 karet budou mezi vybranymi kartami

a) prave 2 esa,
b) nejvyse dvé esa,
c) alespon dvé esa.
Reseni: V zadané tloze mé zdkladni soubor (bali¢ek karet) celkem 32 prvki — je N = 32.

Velikost vybéru je rovna 6 kartdm — je n = 6. Sledovanou vlastnosti je ,byt esem® — tuto
vlastnost maji celkem ¢tyii karty — je M = 4. Hodnoty x se pak lisi podle konkrétniho zadani.
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a) Ve vybéru budou pravé dvé esa pro X = 2. Je tedy
_ (G
()

_ ! !
Px =) = pay = 2e2) _ Q) B2 TSSO _ gt aton

32 32 32! 32!

(6) (6) 6!-(32—6)! 61-26!
|82 BB (3.2).(25-13-9-7) 122850 . o
T 272829303132 9.98.29.31-4 906192

1.2-3-4-5-6

Provedeny vypocet je rozepsan podrobné, aby bylo vidét, jakym zptusobem byl uskuteénén.
Kraceni ve zlomku v poslednim fddku je samoziejmé mozné provést i jinym zpusobem.
Pokud pouzivané kalkulacky ¢i SW umozni rovnou vypocitat vznikla kombinac¢ni ¢isla, je
vhodné tuto moznost vyuzit. Pravdépodobnost, ze ve vybéru Sesti karet budou pravé dveé
esa, je rovna piiblizné 0,136.

b) Ve vybéru budou nejvyse dvé esa pro X < 2, tj. bud zddné eso nebo jedno eso nebo dvé
esa. Je tedy

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2) = P(0) + P(1) + P(2)
4

(332_‘1) ()(62) _ Q&) , OF)  6E)

- + + = + +
32 3 32 32 32 32
(s) (5) (5) ) ) (%)
A28 4l 281 4l 28
= Dl oham g Lsl_olasl o 2l WA = 0, 4157 40,4338 + 0, 1356 = 0,9851
61-261 61267 61267

Pravdépodobnost, ze ve vybéru Sesti karet budou nejvyse dvé esa, je rovna pfiblizné 0,985.

¢) Ve vybéru budou alespon dveé esa, pokud je X > 2, tj. ve vybéru budou dveé, tii nebo étyti
esa. (Vic es nez ¢tyfi ve vybéru byt nemuze, protoze jich tam vic neni.)

P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)+ P(X = 4) = P(2) + P(3) + P(4)

Vypocet bychom mohli provést analogicky k pfedchozim vypoctiu. Muzeme vsak také
vyuzit jiz zjisténé vysledky z piedchozich podiiloh, nebot opaénym jevem k alespori dvé
esa je jev mejvysSe jedno eso.

PX>2)=1-P(X<1)=1-(P(X=0)+P(X=1)) =1- (P(0)+ P(1))
=1-(0,4157 + 0,4338) = 0, 1505
Pravdépodobnost, ze ve vybéru Sesti karet budou alespon dvé esa, je rovna piiblizné 0,151.
Pii vypoctu jsme pouzili vypoctené pravdépodobnosti z podilohy b).

2.44. Urcity typ soucastek je doddvan v sériich po 50 kusech. P¥i pfejimaci kontrole je z kazdé
série ndhodné vybrano 5 vyrobku. Série je pfijata, jestlize mezi kontrolovanymi vyrobky neni
zadny zmetek. Jakd je pravdépodobnost, ze série bude piijata, jestlize obsahuje 10 zmetku?
Kontrola je pritom provadéna tak, ze vyrobek je podroben destrukéni zkousce.
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Resend: Zacneme poslednim tidajem — to, ze vyrobek je podroben destrukéni zkousce, znamend,
ze po vybéru ke zkouSce jej zni¢ime a nemizeme jej vratit do zdkladntho souboru. Proto se
jednd o vybér bez vraceni. V zadané tloze m4 zdkladni soubor (vSechny vyrobky v jedné sérii)
celkem 50 prvkua — je N = 50. Velikost vybéru je rovna 5 vyrobkim — tolik jich je vybrano
ke kontrole — je n = 5. Sledovanou vlastnosti je ,byt vadnym vyrobkem*“ — tuto vlastnost ma
celkem deset vyrobku — je M = 10. Otézka zni s jakou pravdépodobnosti bude série pfijata —
pritom série je pfijata, pokud je v kontrolnim vybéru 0 vadnych kust, proto chceme vypocitat
pravdépodobnost, ze hodnota nahodné veli¢iny je rovna nule — tj. x = 0.

M\ (N—-M
PX=uz)=P(x)= (I)((A;L)_x)
n
10\ (50—10 10\ (40 o __ 40! 10! . 40!
P(X: 0) = P(0) = (0)(505—0 ) _ (OZ,[SS) _ 0!~(10—0)!50!5!~(40—5)! _ 01‘101570!5!.35!
(5) (5) 51-(50—5)! 51-45]
~40!-45!  36-37-38-39-40 78960960

©35!-50!  46-47-48-49-50 254251200

Pravdépodobnost, ze série je pfijata, je rovna piiblizné 0,311.

=0, 311.

2.45. Ve hie Sportka se losuje Sest ¢isel z celkového poctu 49 ¢éisel. Hra probiha tak, ze sazejici
pred losovanim vyhernich ¢isel zatrhne na sazkovém tiketu Sest ¢isel - ta predstavuji vsazend
¢isla. Pokud vsech Sest vsazenych ¢isel na sdzkovém tiketu odpovidd vSem Sesti vylosovanym
¢islum, sazejici vyhrava prvni poradi ve hie. Vypoctéte, jaka je pravdépodobnost vyhry prvniho
poradi ve hie Sportka.

Resend: Vylosovana ¢isla se do osudi nevraci, stejné tak sdzejici musi zatrhnout Sest riiznych
¢isel — jednd se tedy o vybér bez vraceni. V zadané tloze m4 zdkladni soubor (vSechna ¢isla v
osudi) celkem 49 prvku — je N = 49. Velikost vybéru je rovna 6 vsazenym ¢islum na sdzkovém
tiketu — je n = 6. Sledovanou vlastnosti je ,,byt vyhernim ¢islem® — tuto vlastnost ma celkem
Sest vylosovanych ¢isel — je M = 6. Nahodnou veli¢inou je pocet vylosovanych vyhernich ¢isel
v hracové vybéru. Otdzka zni s jakou pravdépodobnosti bude v hracové vybéru vsech Sest ¢isel
s vlastnosti vyherni ¢islo? Je tedy x = 6.

M\ (N—-M
PX=2xz)=P(x) = M

_ ! !
px =) = po) = W) _ ©F) GO0 " OTIOY _ gy ot

0/ _ —
- 49 49 - 49! - 49!
( 6 ) ( 6 ) 61-(49—6)! 61-43!
61431 1-2-3-4-5-6 720 1

= = = =7,15-107%.
49! 44-45-46-47-48-49 10068347520 13983816

Pravdépodobnost vyhry prvniho potadi ve hie sportka je ptiblizné 0,0000000715, coz neni
mnoho. Podle predposledniho tidaje je ziejmé, ze v pruméru vyhrava jedna sdzka ze 14 miliontu
sazek. Pro uvazeni, jak mald vlastné tato pravdépodobnost je, si muzete piecist

Ijlohy k samostatnému reSeni

2.46. Ve skupiné 40 osob umi 3 lidé Spanélsky. Jaka je pravdépodobnost, ze pii ndhodném
vybéru 5 osob z této skupiny bude alespon jeden z nich mluvit §panélsky?
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2.47. V aplikaci Spotify mam sestaveny playlist, ve které je celkem 6 ¢eskych a 24 zahrani¢nich
pisni. Jaka je pravdépodobnost, ze pii prehravani playlistu v ndhodném potadi zazni tii rizné
Ceské pisné hned za sebou? Jaky bude prumérny pocet ¢eskych pisni v sérii péti pisni za sebou?

2.48. Vyhra tfetiho poradi ve hie Sportka nastane, dokaze-li sédzejici spravné uhodnout pravé
pét Cisel ze Sesti losovanych vyhernich ¢isel. Jaka je pravdépodobnost vyhry tiettho poradi ve
hie Sportka?

2.3.3 Vztah binomického a hypergeometrického rozdéleni

Nyni se budeme vénovat aproximaci (nahrazeni jisté hodnoty pomoci blizké, podobné hod-
noty) ndhodné veli¢iny s hypergeometrickym rozdélenim pomoci ndhodné veli¢iny s binomickym
rozdélenim, viz videopiednaska Diskrétni nahodnd velicina 3 od ¢asu 15:45.

V nékterych ptipadech je naroéné ¢i piimo prakticky nemozné vypocitat pravdépodobnosti
jednotlivych hodnot ndhodné veliciny s hypergeometrickym rozdélenim. Nazornou ukazkou
muze byt vypocet nasledujici ulohy.

2.49. Rybéari chtéji urcit piiblizny pocet ryb v rybniku (ponechme stranou pouzitou meto-
diku a predpoklddejme, ze v rybniku zije celkem 50000 ryb). Za tim ucelem rybaii vylovili z
rybniku 1000 ryb, oznacili je a pustili zpét do vody. Za tyden se rybafi vratili a vylovili 2000
ryb. Vypoctéte pravdépodobnost, ze ve znovuvyloveném vzorku bude praveé 50 ryb oznacenych
béhem ptuvodniho vylovu.

Resent: Jednd se o vybér bez vraceni (jedna ryba nemtize byt béhem druhého vylovu v siti
dvakrét). Celkem je v rybniku N = 50000 ryb, vlastnost ,byt oznacenou rybou z prvniho
vylovu“ ma M = 1000 ryb, pocet znovuvylovenych ryb, tj. velikost vybéru je n = 2000 ryb.
Nahodnou veli¢inou je pocet oznacenych ryb ve druhém vglovu, pricemz hodnota, pro kterou
chceme vypocitat pravdépodobnost, je x = 40. Jedna se o tedy o ndhodnou veli¢inu s hyperge-
ometrickym rozdélenim.

Vypocet je nasledujici:

() )

()

PX=2x)=P(z)=

(1230) (502000(3)0— 140000) (1 000) (49 000) 1000! 49 000!

— — — — _ 40 1960/ __ 40!-960! 1960!-47 040!

P(X - 100) - P(lOO) - (50 000) - (50 000) - 50 000! '
2000 2000 2000!-48 000!

Zde pocitané faktoridly i po zkréceni ve zlomcich pfedstavuji tak obrovska ¢isla, ze je prakticky
nemozné je pocitat.

Nyni prichézi ke slovu uzitetnost vyse zminéné moznosti aproximace. Opét pouzijeme ilu-
stracni priklad.

2.50. V regionu zije 100 000 obyvatel, z nichz je 5 000 nezaméstnanych. Jaka je pravdépodobnost,
ze mezi 10 ndhodné vybranymi riznymi osobami v daném regionu je pravé jeden nezaméstnany?

Resend: Uvazujme ndhodnou velicinu pocet nezaméstnanigch mezi deseti vybrangmi osobami.
V principu se jednd o ndhodnou veli¢inu s hypergeometrickym rozdélenim (N = 100000, M =
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5000, n = 10, z = 1). Pfi vypoétu pravdépodobnosti pomoci hypergeometrického rozdéleni

dostaneme:
MY (N-M 5000y (1000005000 5000 (95000
P(1) = (x)((Nn)x) = & )((1000%)8)1 ) - ( 1(10)0(0003 ) = 0, 315147097.
n 10 10

Na tilohu se 1ze ovsem podivat také tim zptsobem, Ze ndhodnym jevem A je vybér nezaméstnaného.
Pokud je mezi 100000 lidmi pravé 5000 nezaméstnanych, pak pravdépodobnost vybéru ne-
zameéstnané osoby pii jednom vybéru je

~ 5000
© 100000

P(A) 05.

Nyni desetkrat kondme ndhodny pokus (ndhodné vybirdme osobu z populace) a nahodnou
veli¢inu definuijeme jako pocet piipadi, kdy nastal jev A. To odpovidd definici ndhodné veli¢iny
s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti. Vypocet potom vypada nésledujicim zpasobem.

P(X =) = P(z) = <”> D

T

PX=1)=P1)= <110) 20,05 - (1 -0,05)19"1 =10-0,05-(0,95)? = 0, 315124705
Porovnanim vysledku plynoucich z hypergeometrického a binomického rozdéleni vidime, zZe
ziskané vysledky se lisi az na patém desetinném misté, takze pii zaokrouhleni na tfi desetinnd
mista (coz se ¢asto déje) rozdil nepozndme — z obou piistupu dostaneme vysledek, ze hledang
pravdépodobnost je rovna 0,315. Mimochodem — pro ostatni hodnoty obou ndhodnych veli¢in
jsou ptislusné pravdépodobnosti uvedeny v Tabulce

hypergeom. rozdéleni | binomické rozdéleni
x P(x) P(z)
0 0,598722758 0,598736939
1 0,315147097 0,315124705
2 0,074631459 0,074634799
3 0,010471172 0,010475059
4 0,000963932 0,000963932
5 0,000608344 0,000060935
6 0,000002665 0,000002672
7 0,000000080 0,000000080
8 0,000000002 0,000000002
9 0,000000000 0,000000000
10 0,000000000 0,000000000

Tabulka 2.6: Porovnani hodnot pravdépodobnnosti u hypergeometrického a binomického
rozdéleni

Otézkou samoziejmé je, za jakych okolnosti Ize vyse uvedenou zdménu pouzit. Odpovéd je
nasledujici.
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Véta 2.3.3. Je-li velikost vgbéru n mald v porovndni s velikosti zakladniho souboru N, (ij.
n/N < 0.05), muZeme misto hypergeometrického rozdélent pouZit binomické rozdéleni. Parametr
p prislusného binomického rozdéleni urcime ze vztahu

=—. 2.12
P= (2.12)
Podle uvedeného navodu vypocteme pravdépodobnost z Piikladu

2.51. Ovérte predpoklady Véty a pokud budou splnény, vypoctéte pravdépodobnost
z Piikladu pomoci binomického rozdéleni.

Reseni: Pii feSeni Pitkladu jsme odvodili nasledujici parametry hypergeometrického rozdéleni
— N = 50000, M = 1000 a n = 2000. Abychom mohli rozumné nahradit toto rozdéleni bino-
mickym rozdélenim, méla by byt podle Véty splnéna nerovnost n/N < 0,05. Zde je

n 2000

—_— = — = 4
N 50000 0,04 <0,05,

proto je podminka véty splnéna.
Parametr p binomického rozdéleni vypocteme ze vztahu Je

Dosazenim do vzorce 2.8 na strané [35] dostaneme:

2000
50

2000!

RTE RS 02°0 . 0,980 = ajajaj

P(X =100) = ( ) +0,02°°(1 — 0,02)2°%0790 =

I v tomto piipadeé je vypocet pfilis ndroény, budeme si muset pomoci jinym zpusobem — ukaze
se, ze tou pomoci je nahodna veli¢ina s tzv. Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti.
2.3.4 Poissonovo rozdéleni

Nahodné veli¢iné s Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti se vénuje videoprednaska dr.
Simsové Diskrétni ndhodnd veli¢ina 2 od casu 38:48. Pfipomenme, Ze poissonovskymi udalostmi
rozumime takové udélosti, které prichazeji v Case, pficemz plati:

e v jednom okamziku muze nastat nejvyse jedna udélost,

e uddlosti prichazeji nezavisle na sobé (pocty vzniklych udélosti v disjunktnich ¢asovych
intervalech jsou nezavislé),

e pravdépodobnost, ze udélost nastane v intervalu (¢,¢ 4+ h) zavisi na h, ale nikoliv na ¢.
Jinymi slovy — pravdépodobnost vyskytu uddlosti zavisi na délce intervalu, nikoliv na
tom, kdy ¢asovy interval zacCina.

2.52. Po silnici pfed nasi skolou projede v dobé trvani cviceni prumérné 100 automobilt za ho-

//////

ndhodné veli¢iny tvoif mnozinu M = {0, 1, 2, 3, ...}.
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2.53. Na zdkaznickou linku firmy ABC se kazdou minutu obraci primérné 62 zakazniku.
N&ahodnou veli¢inou je pocet volajicich zdkazniku za jednu minutu. Mozné hodnoty ndhodné
veli¢iny tvoif mnozinu M = {0, 1, 2, 3, ...}.

Definice 2.3.4. Oznaéme prumérny pocet vyskytu jisté poissonovské udalosti za ¢asovou jed-
notku ¢islem A. Potom pocet udalosti z, které nastanou za ¢asovou jednotku, je ndhodnou
velicinou X s tzv. Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti, jejiz pravdépodobnostni funkce
ma predpis \o
P(X=z)=Px)="—7- -
Pro stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny s poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti
plati:
EX) =2\ D(X) =\

2.54. K pokladné v supermarketu ptistoupi prumérné 5 zdkazniki béhem deseti minut.
a) Jaka je pravdépodobnost, ze béhem nésledujicich 10 minut pfijdou pravé 3 zdkaznici?

b) Jaka je pravdépodobnost, ze béhem nésledujich dvou minut nepfijde ani jeden zdkaznik?

Reseni:

a) Pfiteseni prikladu budeme predpokladat, ze prichod zdkaznika k pokladné je poissonovsky
proces. Potom nahodna veli¢ina pocet zakazniku, kteri prisli k pokladné béhem deseti minut
ma poissonovské rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem A = 5 a pro pravdépodobnost,
ze béhem nésledujicich 10 minut pfijdou pravé 3 zakaznici, plati

PX=uz)=P(z) = ) e
5
P(X=38)=P(3) =5 e =0,14038

Pravdépodobnost, ze béhem nasledujicich 10 minut pfijdou pravé 3 zdkaznici je rovna
piiblizné p = 0, 14.

b) Pii feseni piikladu budeme opét predpokladat, ze piichod zakaznika k pokladné je poisso-
novsky proces. Za ndhodnou veli¢inu budeme uvazovat pocet zdkazniku, kteri prisli k po-
kladné behem dvou minut. Pak tato velicina ma poissonovské rozdéleni pravdépodobnosti
s parametrem A\ = 1 (kdyz za 10 minut pfijde v pruméru 5 zdkazniku, tak za 2 minuty
v pruméru piijde 1 zdkaznik; proto je A = 1) a pravdépodobnost, ze béhem nésledujicich
dvou minut nepfijde ani jeden zdkaznik (tj. pfijde nula zdkazniku), plati

)\I
PX=z)=Px)= o e

0
P(X =0) = P(0) = 5 - e ! =0,3679

Pravdépodobnost, ze béhem nasledujich dvou minut nepfijde ani jeden zakaznik je rovna
piiblizné p = 0, 37.
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2.55. Na vyrobni lince dojde k poruse prumérné jednou za dvé hodiny. Jaké je pravdépodobnost,
7e béhem osmihodinové smény dojde na vyrobni lince

a) ke dvéma poruchdam?

b) k nejvyse dvéma poruchdm?

Resent: Pii feseni pifkladu budeme predpoklidat, ze udélost, kdy na vyrobni lince dojde
k poruse, je poissonovsky proces. Za nahodnou veli¢inu budeme uvazovat pocet poruch na
vyrobni lince za osm hodin provozu. Pak tato veli¢ina m&a poissonovské rozdéleni pravdépo-
dobnosti s parametrem A = 4 (kdyz za dvé hodiny dojde v pruméru k jedné poruse, tak za osm
hodin v pruméru nastanou ¢tyfi poruchy; proto je A = 4).

a) Pravdépodobnost, ze béhem osmihodinové smény dojde na vyrobni lince ke dvéma po-
rucham, odpovida P(X = 2).

AT
42
P(X=2)=P@2) = e 1 =0,1465

Pravdépodobnost, ze béhem osmihodinové smény dojde na vyrobni lince ke dvéma po-
ruchdm, je rovna ptiblizné p = 0, 15.

b) Pravdépodobnost, ze béhem osmihodinové smény dojde na vyrobni lince k nejvyse dvéma
porucham, odpovidd P(X < 2).

40 o4t 42
P(ng):P(O)+P(1)+P(2):a.e tqpre g =0,2381

Pravdépodobnost, ze béhem osmihodinové smény dojde na vyrobni lince k nejvyse dvéma
porucham, je rovna pfiblizné p = 0, 24.

Poissonovo rozdéleni popisuje pocty udalosti i v jinych nez ¢asovych jednotkach, napt. v jed-

notkéach délky, obsahu atd.

2.56. V pruhu latky se vyskytuje primérné 5 kazii na 100 metru latky. Jakd je pravdépodobnost,
ze:

a) v ndhodné vybrané roli latky o délce 100 metru se nachazeji prave 4 kazy?
b) v ndhodné vybrané roli latky o délce 200 metru se nachdzi pravé 6 kazu?
c¢) v ndhodné vybrané roli latky o délce 50 metru se nachézi nejvyse 1 kaz?
Resent: Pii fedeni ovéifme (zdtivodnime), ze vyskyt kazti na m? latky opravdu miizeme povazovat
za poissonovsky proces. Pfipomenime vlastnosti poissonovského procesu.
e V jednom okamziku muze nastat nejvyse jedna udélost:

— na jednom misté muze byt nejvyse jeden kaz.
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e Udadlosti prichdzeji nezdvisle na sobé (pocty vzniklych uddlosti v disjunktnich ¢asovych
intervalech jsou nezavislé):

— Kazy se vyskytuji nezdvisle na sobé (pocty kazu v ruznych pruzich latky jsou nezdvislé

2

ve smyslu, ze pocet kazi v predchozim m* neiika nic o tom, jaky pocet kazu bude

v nésledujicim m? latky).

e Pravdépodobnost, ze udélost nastane v intervalu (¢,¢ + h) zavisi na h, ale nikoliv na ¢.
Jinymi slovy — pravdépodobnost vyskytu udalosti zavisi na délce intervalu, nikoliv na
tom, kdy ¢asovy interval zacéina.

2

— Pocet kazi v m* nezavisi na tom, od kolikdtého metru latky zacindme pocet kazu

méfit, ale pouze na tom, jaka je délka toho pruhu latky.

Nyni se jiz muzeme zamérit na feSeni konkrétnich podiloh. Pfi jejich feSeni budeme predpokladat,
ze vyskyt kazii v m? latky je poissonovsky proces.

a) Zanahodnou veli¢inu budeme uvazovat pocet kazu v roli latky o délce 100 metri. Pak tato
veli¢ina ma poissonovské rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem A = 5 a piislusnou
pravdépodobnosti je P(X = 4).

AT
54
P(X:4):P(4):E-e_5:0,175

Pravdépodobnost, ze v ndhodné vybrané roli latky o délce 100 metri se nachazeji pravé
4 kazy, je rovna p = 0,175

b) Za nahodnou veli¢inu budeme uvazovat pocet kazu v roli ldtky o délce 200 metri. Pak tato
veli¢ina mé poissonovské rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem A = 10 (jestlize ve 100
metrech latky je priumérné 5 kazu, pak v 200 metrech jich muzeme prumérné ocekavat 10;
proto je A = 10) a piislusnou pravdépodobnosti je P(X = 6).

)\CE
P(th’E):P(l'):ge_/\
106 —10

Pravdépodobnost, ze v ndhodné vybrané roli latky o délce 200 metru se nachazi pravé 6
kaz1, je rovna p = 0,063.

¢) Za ndhodnou veli¢inu budeme uvazovat pocet kazu v roli latky o délce 50 metri. Pak tato
veli¢ina mé poissonovské rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem A = 2,5 (jestlize ve
100 metrech latky je prumérné 5 kazu, pak v 50 metrech jich muzeme prumérné ocekavat
2,5; proto je A = 2,5) a piislusnou pravdépodobnosti je P(X < 1).

2 50 2,51
? . 67275 + ? .
0! 1!

Pravdépodobnost, ze v ndhodné vybrané roli latky o délce 50 metra se nachazi nejvyse

P(X<1)=P(0)+P(1) = e 2% = 0,287

jeden kaz, je rovna p = 0, 287.
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2.57. Redaktor ¢asopisu ze zkusenosti vi, ze v dodanych rukopisech jsou primérné 3 chyby na
jedné tiskové strané. Jaka je pravdépodobnost, ze v dodaném ¢lanku o rozsahu 5 stran bude
méné nez 10 chyb?

Resend: Ze zadan{ plyne, ze na 5 stranach textu bude priumérné 15 chyb. Proto bude v zadaném
pripadé A = 15.

P(X < 10) = P(0) + P(1) + P(2) + ...+ P(8) + P(9)

15° 45 160 5 150 5 15° 45 1Y g
:ﬁ'e +T'€ +j'e +...+ﬁ-e +W-e
s (15% 15t 1p? 158 15°
B R TR TR TR TY
= 0,0699

Pravdépodobnost, ze v ¢lanku o rozsahu 5 stran bude méné nez 10 tiskovych chyb, je pfiblizné
rovna p = 0, 07.

2.58. Predpoklddejme, ze pravdépodobnost, ze se 35lety muz nedozije nésledujictho roku je
0,01. Roéni pojistné této vékové skupiny ¢ini 2 500 Ké. V pifpadé imrti pojistovna jednordzové
vyplati 100000 K¢. Jakd je pravdépodobnost, ze zisk z 1000 pojisténych muzu ve véku 35 let
bude alespon 2 000000 K¢?

Resend: Ze zadani plyne, Ze pojisfovna ziskd z pojisténi 1000 muzu celkem 2 500 000 Ké&. Pokud
ma mit z pojisténi zisk alespon 2 000 000 K¢&, potom nesmi vyplatit vice nez 500 000 K¢, tj. nesmi
dojit k imrti vice nez 5 muzu. Déle ze zadani plyne, ze v priméru zemie béhem jednoho roku
jeden muz ze 100, tj. 10 muzu z 1000. Je tedy A = 10 a hleddme pravdépodobnost P(X < 5).

P(X<5)=P(0)+ P(1)+ P(2)+ P(3) + P(4) + P(5)
100 o, 100 102 g 107y 0% 45 100 g
I TER S THRR S AT R TR TR
0 (10° 10t 102 10 10* 10°
R R TR T TR A TR

= 0,067

Pravdépodobnost, Ze zisk pojistovny z daného pojisténi bude alespont 2000 000 K¢, je piiblizné
rovna p = 0,067.

2.3.5 Aproximace binomického a hypergeometrického rozdéleni Poissonovym
rozdélenim

Definice 2.3.5. Pro dostate¢né velké n (prakticky pro n > 30) a pro malou pravdépodobnost
(prakticky pro p < 0,1), lze binomické, resp. hypergeometrické rozdéleni aproximovat Poisso-
novym rozdélenim, kde A\ = np, resp. A = nM/N.

2.59. V regionu s 1000000 obyvatel v produktivnim véku je 40000 nezaméstnanych. V do-
taznikovém Setieni vybereme 100 obyvatel z regionu. Jaka je pravdépodobnost toho, ze mezi
nimi bude pravé 8 nezameéstnanych.
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Resgent:
Jde o vybér bez vraceni, tedy o hypergeometrické rozdéleni s parametry N = 1000000,

M = 40000, n =100 a x = 8. Je
40000) ) (960 000

P(X=28)=P(8) = Cs T ) _ 0,0285.
( 100 )
Protoze ale jde o ,,velké osudi“, je mozné to pocitat pomoci binomického rozdéleni s parametry
n =100 a p = 40000/1 000000 = 0, 04. Tak dostaneme

100
8

P(X=8)=P(8) = ( )(o, 04)8(0,96)%% = 0, 0285.

Pomoci nahodné veli¢iny s poissonovym rozdélenim dostaneme (A = np = 100 - 0,04 = 4)

48 . ¢4

P(X =8) = P(8) i

= 0,0298.

24 leohy k samostatné praci

2.60. Na zdkaznickou linku zavold prumérné 12 zékazniku za hodinu. S jakou pravdépodobnosti
nezavold béhem naésledujici ¢tvrthodiny ani jeden zdkaznik?

2.61. V rybniku je 50000 ryb. Rybaii chyti 1000 ryb, oznaci je a vrati do rybnika. Pak vylovi
20 ryb. Jaké je pravdépodobnost, ze mezi nimi budou pravé dvé oznacené ryby?

2.62. Hra¢ hodi Sesti kostkami najednou. Jaka je pravdépodobnost, ze na kostkach pii hodu
padla alespon jedna jednicka?

2.63. Amatérsky stielec trefi pfi jednom vystielu ¢erny stied terce s pravdépodobnosti p = 0.65.
Jaka je pravdépodobnost, ze se stfelec trefi pfi 10 vystielech do ¢erného stiedu terce nejvyse
devétkrat?

2.64. Na plese bylo prodano 150 losu do tomboly. V tombole je deset cen. Jakd je pravdépodobnost,
ze souteézici, ktery si zakoupil 10 losu, vyhraje vice nez jednu cenu?

2.65. Predpokladejme, ze pravdépodobnost narozeni chlapce je stejnd jako pravdépodobnost
narozeni dévcéete. Vypoctéte jakd je pravdépodobnost, ze v ndhodné vybrané rodiné se tfemi
détmi je vic synu nez dcer.

2.66. V extraligovém play-off se utkaly tymy A a B. Piedpokldadejme, Ze tym A je lepsi a
pravdépodobnost jeho vyhry ¢ini p = 0,6 (jedna se o play-off, a neni tedy mozna remiza na
konci zapasu). Jaka je pravdépodobnost vyhry slabstho tymu v celé sérii, hraje-li se tato na 4
vitézné zapasy?

2.67. V balicku 32 karet je osm karet ¢ervené barvy. Hra¢ dostane pfi rozdani 5 karet. Jaka je
pravdépodobnost, ze vSechny budou mit ¢ervenou barvu?
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Piiloha ¢. 1: Vypocet ndhodné veliciny s binomickym rozdélenim pomoci Excelu

V této piiloze si popiSeme postup pii urcovani pravdépodobnosti hodnot nahodné veli¢iny
s binomickym rozdélenim. Postup si ukazeme na posledni z ilustra¢nich tloh v tvodu kapitoly
o binomickém rozdéleni.

2.68. Predpoklddejme, ze jisty biatlonista pii kazdém vystielu zasdhne terc s pravdépodobnosti
p = 0,9; tj. dlouhodobé m4 dspésnost zdsahu terce 90 %. Tento biatlonista piijede na stfelnici a
stiili pétkrat na terc. Sledujeme, kolikrat se pti téchto péti pokusech trefil do terce. Ndhodnou
veli¢inou bude pocet Uspésnych zasahu pii péti vystielech na ter¢. Mozné hodnoty této ndhodné
veliciny jsou M = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Urcete pravdépodobnosti vSech téchto hodnot.

Resend: Ze zadani plyne, ze ndhodna veli¢ina pocet dspésnyjch zdsahii terce pri péti vijstielech mé
binomické rozdéleni pravdépodobnosti. (Jev A — zdsah terce pii vystielu — ma pii kazdém opa-
kovéni stejnou pravdépodobnost a pokus opakujeme pétkrat.) Popisme si postup vypoctu v pro-
gramu Excel. Postupovat budeme tak, ze vytvorime zakladni tabulku, zapiSeme mozné hodnoty
nahodné veli¢iny a nechdme program spocitat pravdépodobnosti téchto hodnot. Mozné hodnoty
jsou 0, 1, 2, 3, 4, 5; tyto napiSeme do jednotlivych bunék pod sebe. Do druhého sloupce vlozime

"2/ | Home | Wiozeni  Rozlofenistrinky  Vzorce  Data  Revize  Zobrazeni  Vivoja

& Vigmout 8 Calibri -1 =izl | | Sizaamovattes
23 Kopirovat
Vigzit Odeslat | | E- oA 5 @ iy
e Kapkouar Tormat B I U-||H-|&A = Sloutit a zarovnat na stied
Schrinka % | Bluetooy Pisma 5 Zarownani i
B2 ~oxki[-)
A B C e D E F G H ] J
1 ox | P | Fx
2 ol = Viosit funkci 70X
3 1 Vyhledat furk:
4 2
5 3
5 2 Vybrat kategori: | Napesledy pousité -
7 5 Vybrat funkei
8 EINOMDIST A
HYPGEOMDIST
] SOUCIN.MATIC
INERZE
10 SOUCTN, SKALARNI
11 ZAOKROLHLIT
NORMDIST v
12 = )
13 ¥t hodnotu binomickeh rozdSlent pravelépodobnost jednotivich velidin,
14
15
16
= Népouéda k tSto funkei oK Storno

=
1=

Obrazek 2.3: Vytvoteni zdkladni tabulky - zadidni hodnot ndhodné veli¢iny a vyvolani okna
Viozit funkci

pravdépodobnosti pfislusnych hodnot nésledujicim zptusobem. Ozna¢ime (vybereme) buiku ve-
dle prvn{ hodnoty z, kliknutim na symbol f, vyvoldme okno VloZit funkci, viz Obrézek [2.3] Vy-
bereme kategorii statistickych funkef a z nabidky vybereme funkci BINOMDIST, viz Obrazek[2.4]

Funkce BINOMDIST m4 celkem ¢tyfi argumenty k vyplnéni, viz Obrazek

Prvnim je tzv. Uspéch (ndpovéda — pocet uspésnych pokusi) - obecné se jednd o hod-
notu ndhodné veli¢iny, pro kterou poc¢itame pravdépodobnost. V nasem piipadé navic hodnoty
ndhodné veliciny odpovidaji poctu tspésnych pokusu biatlonisty, takze oznaceni je ve shodé s
nagi intuici. Do poli¢ka kliknutim na bunku A2 zadame relativni odkaz na bunku, ve které se
nachdzi hodnota x (odkaz lze zadat i ruéné vypsanim).

Druhy argument ma nazev Pokusy a znamend pocet opakovani nahodného pokusu. V nasem
pripadé se jednalo o pét vystielu, je tedy doplnéno é&islo 5.
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Wlozit funkci ? > Vlozit funkci ? b4
Vyhledat funkd: Vyhledat funkdi:
Zadejte strufny popis pofadované dinnosti a potom Kepnéte na Pfejit Zadejte struiny popis poZadovane dnnosti a potom klepnéte na Prejit
Haditko Piejit. Haditko Prejit.
Viybrat kategorii: | Vée Vybrat kategori: | Statistické v
Wybrat funkc: céagosledy pouzite ] Vybrat funkei:
Finanéni 5 s AVERAGEA ~
ABS Datum a cas AVERAGEIF
ACCRINT |Matematicke AVERAGEIFS
ACCRINTM ' T BETADIST
AMORDEGRC  |Vyhledavad BETAINV
AMORLINC ~ [Databaze BINOMDIST
ARCCOS Ioe;(::ke v CONFIDENCE v
Alogicka L loglfrmani BINOMDIST (iisp&ch;pokusy;prst_tispEchu;podet)
Owéfi, zda maji viInfenyrské ™ tm piipadé vrat Wrati hodnotu binomického rozdéleni pravdépodobnosti jednotliviyich velidin,
hodnotu PRAVDA.
Napovéda k této finke Storno Napovéda k této funkei Storno

Obrazek 2.4: Vybér kategorie statistickych funkei a funkce BINOMDIST

Treti argument odkazuje na pravdépodobnost jevu A. Jmenuje se sice Prst-uspéchu, ale tim
se nenechame zaskocit. Pravdépodobnost tspé$ného zasahu pii jednom vystielu je 0,9, proto do
tfetiho policka zaddme toto ¢islo.

Posledni argument Pocet urcuje, zda-li chceme vypocitat pravdépodobnost dané hodnoty
x, tj. hodnotu P(X = z), nebo hodnotu distribuéni funkce pro dané z, tj. F(z) = P(X < z).
V prvnim piipadé zaddme hodnotu 0, ve druhém piipadé zaddame hodnotu 1. Zde chceme

vypocitat hodnotu pravdépodobnosti, zadali jsme ¢islo 0.

| BINOMDIST ~ (> x v |£] -BinomDIST(A2;5;0,9,0)
A B 2 D E F G H | I J K
1 X ‘ P(x) ‘ F(x) Argumenty funkce ? X
2 0 5:0,9,0) BINOMDIST
3 1 Uspéch | a2 0
4 2 Pokusy |5 5
: . Prst_iispEchu 0,9 - 09
6 4 5
Poget || F&:| = NEPRAVDA
7 5i
8 = 1E05
Vrati hodnotu binomického rozdgleni pravdépodobnosti jednotivych veliéin,
2]
Potet je logické hodnota: souftova distribuéni funkce = PRAVDA,
10 hromadna pravdépodobnostri funkce = NEPRAVDA.
11
12 Vysledek = 1E-05
13
R % :
14 Napovéda k této funkd Storno

a
n

Obrazek 2.5: Zadani hodnot funkce BINOMDIST

Vyplnéné okno potvrdime kliknutim na tlac¢itko OK. V buiice A2 se ndm zobrazi vyraz
1E-05, & néco podobného. Toto je zapis v exponencidlnim tvaru a znamend éislo 1 - 1075, tj.
0,00001 — coz znamend prakticky hodnotu nula. Nyni najedeme kurzorem na dolni pravy roh
buiniky A2. Kurzor se zméni ze Sipky na znaménko plus (+), klikneme na tento dolni roh a tim
se vzorec nakopiruje do ostatnich bunék s tim, ze se ve vzorci vzdy zméni odkaz na hodnotu x
— proto jsme ji v prvnim kroku zadavali pomoci relativniho odkazu, viz Obréazek

Misto pravdépodobnosti jednotlivych hodnot bychom mohli také chtit vypocitat hodnoty
distribu¢ni funkce. Postup je skoro stejny, pouze pii vypliiovani posledniho argumentu zadame
hodnotu 1, viz Obrézek 2.7
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B2 - fx| =BINOMDIST(A2;5;0,9;0)
A B C D E

1 X P(x) F(x)

2 0 1E-05

3 1 WL

4 2

5 3

B 4

i 5

8

Obrazek 2.6: Pro nakopirovani vzorce do ostatnich bunék kliknéte na dolni pravy roh bunky s
vytvorenym vzorcem

| BINOMDIST » (0 % « |&] =BiNOMDIST(A2;5;0,9;1)
A B {5 D E F G H 1 ] K
1 x P(x) | Flx) ‘ Argumenty funkce T x
2 0 1E-05 |5;0,%:1)
BINOMDIST
3 1 0,00045 | 0,00046 s — 0
AZ 5| =
a| 2 0,0081 | 0,00856 s:ec =
Pol Bl = 5
s 3 0,0729 | 0,08146 ol =
5 4 0,32805 | 0,40951 || Pret-useéchu 03 e
7 5 0,59049 1 Gl - mAmA
g - 1E-05
9 vrati hodnotu binomického rozdéleni pravdépodobnost jednotivych velidin.
10 Pocet je logicka hodnota: souctova distribuéni funkee = PRAVDA,
hromadna pravdépodobnostni funkce = NEPRAVDA.
11
12
13 Vysledek = 1E-05
14 Népovéda k této funka Storno

a
n

Obrézek 2.7: Hodnoty distribué¢ni funkce ziskdme zadanim hodnoty 1 do posledniho fadku okna

Z vysledku v tabulce muzeme vy¢ist mnoho informaci, viz Obrdzek 2.7 Napiiklad je zde
uvedena informace, ze

e pravdépodobnost sestieleni pravé dvou tercu je rovna 0, 0081,

pravdépodobnost sestieleni vsech péti terci je rovna 0,59049,

e nejvyssi pravdépodobnost ma zasah vSech péti tercu,

pravdépodobnost zasahu nejvyse dvou tercu je rovna 0, 00856,

pravdépodobnost zasahu nejvyse ¢tyr teréu je rovna 0,40951.

Zde naleznete videonavod k vypoctu.
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Piiloha ¢. 2: Vypoéet nahodné veliciny s hypergeometrickym rozdélenim pomoci
Excelu

V této piiloze si popiSeme postup pii urcovani pravdépodobnosti hodnot nadhodné veli¢iny
s hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti. Postup si ukdzeme na Piikladu na
strané

2.69. Urcity typ soucéastek je doddavan v sériich po 50 kusech. Pii prejimaci kontrole je z
kazdé série ndhodné vybrano 5 vyrobkua ke kontrole. Tato kontrola je pfitom provadéna tak,
ze vyrobek je podroben destrukéni zkousSce. Vime, ze v sérii je deset vadnych kusi. Potom
pocet vadnych kust mezi péti vybranymi vyrobky je ndhodnou veli¢inou s moznymi hodnotami
M ={0,1, 2, 3,4, 5}.

Resend: Ze zadani plyne, ze ndhodna veli¢ina pocet vadngch kusii mezi péti vybrangmi vijrobky
mé hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti, kde N = 50, M = 10, n = 5. PopisSme
si postup vypoc¢tu v programu Excel. Zacatek je stejny jako v priloze ¢. 1. na strané
Vytvotime zékladni tabulku, zapiSeme mozné hodnoty nahodné veli¢iny a nechame program
spocitat pravdépodobnosti téchto hodnot. Mozné hodnoty jsou 0, 1, 2, 3, 4, 5; tyto napiSeme
do jednotlivych bunék pod sebe. Do druhého sloupce vlozime pravdépodobnosti pfislusnych
hodnot nésledujicim zpusobem. Oznac¢ime (vybereme) bunku vedle prvni hodnoty z, kliknutim
na symbol f, vyvolame okno VioZit funkci, vybereme kategorii statistickych funkci a z nabidky
funkei vybereme polozku HYPGEOMDIST.
Funkce HYPGEOMDIST ma celkem ¢tyfi argumenty k vyplnéni, viz Obrazek

_ A B G D E E G
| 1 X ‘ P(X} ‘ Argumenty funkce ? .X
2 D 5;10;50} HYPGEOMDIST
I 3 1 Uspech M@ | =0
| Celkem |5 | = 5
| 4 2 zaklad_iispéch | 10 | - 1w
5 3 Zaklad_celkem |50 | = 50
[ = 0,310562782
| 6 4 Vrati hodnotu hypergeometrického rozdéleni.
Uspéch je pofet usp&inych pokusd ve vybéru,
7/ 5 E
| 8
9 Vjsledek = 0,310562782
10 Népovéda k této furke stormo

Obrézek 2.8: Zadani hodnot funkce HYPGEOMDIST

Prvnim je tzv. Uspéch (ndpovéda — pocet uspésnych pokusu ve vybéru) - obecné se jednd
o hodnotu nahodné veli¢iny, pro kterou poc¢itame pravdépodobnost. Do policka kliknutim na
buiiku A2 zaddme relativni odkaz na buiiku, ve které se nachazi hodnota z (odkaz lze zadat i
ruéné vypsanim).

Druhy argument ma nézev Celkem (ndpovéda — velikost vybéru) a znamend pocet opakovéni
nahodného pokusu. V nasem pfipadé se jednalo o vybér péti vyrobku, je tedy doplnéno éislo 5.

Treti argument se jmenuje Zdklad-uspéch, (ndpovéda — pocet ispésnych pokustu v zdkladnim
souboru) a predstavuje pocet prvki s danou vlastnost{ v zékladnim souboru. V zékladni souboru
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je celkem 10 vadnych vyrobkl, zadame ¢islo 10.

Posledni argument Zdklad-celkem (ndpovéda — velikost zakladniho souboru) je roven poétu
v8ech prvku v zdkladnim souboru. Série obsahuje 50 vyrobku, prot zadame ¢islo 50.

Vyplnéné okno potvrdime kliknutim na tla¢itko OK. V bunice A2 se objevila pfislusna hod-
nota pravdépodobnosti. Nyni vzorec zkopirujeme do ostatnich bunék ke zbyvajicim hodnotdm
ndhodné veli¢iny napf. tak, Ze kursorem najedeme na dolni pravy roh bunky A2. Kurzor se
zméni ze §ipky na znaménko plus (+), klikneme na tento dolni roh a tim se vzorec nakopiruje
do ostatnich buneék.

Z vysledku v tabulce muZzeme vyéist mnoho informaci, viz Obrazek Napiiklad je zde
uvedena informace, ze

B
P(x)
0,31056
0,43134
0,20984
0,04418
0,00396
0,00012

Ve wiNnlk|lolx =

00~ Oy B W N

=}

Obrazek 2.9: Vysledky piikladu vypocétené pomoci HYPGEOMDIST

e pravdépodobnost vyskytu dvou vadnych vyrobkiu ve vybéru je rovna pfiblizné 0, 21,
e pravdépodobnost vyskytu ¢ty vadnych vyrobku ve vybéru je rovna priblizné 0, 004,
e nejvyssi pravdépodobnost ma vyskyt jednoho vadného vyrobku.

Zde naleznete videonavod k vypoctu.
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Piiloha ¢. 3: Vypocet ndhodné veliciny s poissonovym rozdélenim pomoci Excelu

V této piiloze si popiSeme postup pii urcovani pravdépodobnosti hodnot nahodné veli¢iny
s poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti. Postup si ukazeme na Prikladu na strané
a vypocteme pravdépodobnosti pro nékteré dalsi hodnoty.

2.70. K pokladné v supermarketu pfistoupi prumérné 5 zdkazniki béhem deseti minut. Uréeme
pravdépodobnosti nékolika prvnich hodnot ndhodné veli¢iny pocet zdkazniki u pokladny béhem
deseti minut.

Reseni: Ze zadani plyne, ze ndhodnd veli¢ina pocet zdkazniki u pokladny béhem deseti minut
m& poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti, kde A\ = 5. Zacatek bude opét podobny jako v
predeslych ptilohach. Vytvorime zdkladni tabulku, zapiSeme nékolik prvnich hodnot ndhodné
veli¢iny (obecné neni pocet zdkazniku u pokladny shora ohrani¢en) a nechdme program spocitat
pravdépodobnosti téchto hodnot. Mozné hodnoty budeme uvazovat 0, 1, 2, 3,4, 5..., 12, 13;
tyto napiseme do jednotlivych bunék pod sebe.

Do druhého sloupce vlozime pravdépodobnosti pfislusnych hodnot nasledujicim zpusobem.
Oznacime (vybereme) bunku vedle prvni hodnoty z (v naSem piipadé se jednd o buiiku A2),
kliknutim na symbol f, vyvolame okno VloZit funkci, vybereme kategorii statistickych funkci a
z nabidky funkci vybereme polozku POISSON.

Funkce POISSON m4 celkem tii argumenty k vyplnéni, viz Obrazek

A B C D E F G H | 1
1 x | Plx) |F(x) - L L
2 0 |{A2'5'D} l éArgumenty funkce 7 Y
3 1 | PoIsson
4 2 | x B M| =0
5 3 | Stedni |5 B = s
6 4 | Soudet 0 FRz| = NEPRAVDA
7 5 l = 0,006737947
8 6 | Vr&ti hodnotu Poissonava rozdéleni,
9 7 | X je pofet udalost.
10 g |
11 9 [
12 10 | Visledek = 0,006737347
13 1 | Mapovsda k této funkd Storno
14 12 L
15 13

i

Obrazek 2.10: Zadéni hodnot funkce HYPGEOMDIST

Prvni argument mnd oznaceni X (ndpovéda — pocet udalosti) - opét se jednd o hodnotu
ndhodné veli¢iny, pro kterou pocitame pravdépodobnost. Do policka kliknutim na bunku A2
zaddme relativni odkaz na bunku, ve které se nachdzi hodnota z (odkaz lze zadat i rucné
vypsanim).

Druhy argument ma nézev Stredni (ndpovéda — predpokladand ¢iselnd hodnota, kladné
¢islo) a znamend stiedni (ocekdvanou) hodnotu ndhodné veli¢iny. V nasem piipadé v pruméru
chodi 5 zékaznikl za 10 minut, je tedy doplnéno ¢islo 5.

Posledni argument Soucet urcuje, zda-li chceme vypocitat pravdépodobnost dané hodnoty
x, tj. hodnotu P(X = z), nebo hodnotu distribu¢ni funkce pro dané z, tj. F(z) = P(X < ).
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V prvnim piipadé zadame hodnotu 0, ve druhém piipadé zaddme hodnotu 1. Zde chceme
vypocitat hodnotu pravdépodobnosti, zadali jsme ¢islo O.

Vyplnéné okno potvrdime kliknutim na tla¢itko OK. V bunce A2 se objevila ptislusna hod-
nota pravdépodobnosti. Nyni vzorec zkopirujeme do ostatnich bunék ke zbyvajicim hodnotdm
ndhodné veli¢iny napf. tak, Ze kursorem najedeme na dolni pravy roh bunky A2. Kurzor se
zméni ze $ipky na znaménko plus (+), klikneme na tento dolni roh a tim se vzorec nakopiruje
do ostatnich bunék.

Misto pravdépodobnosti jednotlivych hodnot bychom mohli také chtit vypocitat hodnoty
distribuéni funkce. Postup je skoro stejny, pouze pii vyplinovani posledniho argumentu zaddme
hodnotu 1.

Z vysledku v tabulce opét vycéteme mnoho informaci, viz Obrézek Napiiklad je zde

uvedena informace, ze

_ A B G
1 x | P |Fx

| 2 0 0,00674 | 0,00674
3 1 0,03369 | 0,04043
4 2 0,08422 | 0,12465

[ s 3 0,14037 | 0,26503
6 4 0,17547 | 0,44049
- 5 0,17547 | 0,61596
g 6 0,14622 | 0,76218

[ 9 7 0,10444 | 0,86663
10 8 0,06528 | 0,93191
11 9 0,03627 | 0,96817
12 10 |0,01813| 0,9863
13 11 | 0,00824 | 0,99455
14 12 | 0,00343| 0,99798
15 13 | 0,00132| 0,9993

Obréazek 2.11: Vysledky prikladu vypoctené pomoci HYPGEOMDIST

e pravdépodobnost pfichodu ti{ zdkazniku béhem deseti minut je rovna piiblizné 0, 14037,

e pravdépodobnost piichodu nejvySe tif zdkaznika béhem deseti minut je rovna piiblizné
0, 26503,

e nejvyssi pravdépodobnost (modélni hodnotu) mé pfichod ¢tyt nebo péti zékazniku béhem

deseti minut.

Zde naleznete videonavod k vypoctu.
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Kapitola 3
Spojita nahodna velicina

V této kapitole se budeme zabyvat pojmem spojitd ndhodnd veli¢ina, vlastnostmi spojité ndhodné
veli¢iny a nékterymi dulezitymi rozdélenimi spojité nahodné veli¢iny. Budeme pfitom vychazet
z videopiednések v Moodlu, které pripravila prednéasejici dr. Simsova - tzn. ze byste tato videa
méli mit shlédnuta, nez zacnete ¢ist tento text. Po prostudovani kapitoly byste méli byt schopni:

e rozumét pojmu spojitd ndhodnd veli¢ina,

rozumét pojmu hustota pravdépodobnosti spojité nahodné velic¢iny,

rozumét pojmu distribucéni funkce ndhodné veliciny,

pracovat s charakteristikami spojité nahodné veli¢iny, mezi které patii zejména:

— prvni obecny moment, tedy stredni hodnota spojité ndhodné veliciny,
— druhy obecny moment spojité ndhodné velic¢iny,
— druhy centrovany moment, neboli rozptyl spojité ndhodné veli¢iny,

— smérodatnd odchylka spojité nahodné veliciny,

modalni hodnota, neboli modus ndhodné veli¢iny,

— p% kvantil ndhodné veli¢iny,
e pracovat s pojmem nahodnd veli¢ina s rovnomeérngm rozdélenim pravdépodobnosti,
e pracovat s pojmem nahodné veli¢ina s exponencidlnim rozdélenim pravdépodobnosti,
e pracovat s pojmem nahodnd veli¢ina s normadlnim rozdélenim pravdépodobnosti,

V tvodni kapitole o ndhodné veli¢iné jsme se naucili rozliSovat mezi diskrétni a spojitou
nahodnou veli¢inou. Pfipomenme hlavni rozdil mezi obéma typy ndhodnych veli¢in. Ten spoc¢iva
v hodnotéach, které muze nabyvat piislusna nahodna veli¢ina. Diskrétni ndhodna veli¢ina mohla
nabyvat kone¢ny i nekoneény pocet hodnot, nicméné v pifipadé nekoneéného pocétu hodnot
bylo téchto hodnot spocetné mnoho. Zminili jsme zdkon rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni
nahodné veli¢iny, ktery vyzadoval, aby soucet pravdépodobnosti vS§ech hodnot diskrétni ndhodné
veli¢iny byl roven jedné.
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Nepovinna vsuvka o nekone¢nu — pouze pro matematicky otrlé ¢tenare Nase zku-
Senost s nekoneénem je omezend, a tak nas mohou nékteré jeho vlastnosti piekvapit. Jednou
z takovych situaci muze byt pripad, kdy mé veli¢ina nekoneé¢né mnoho hodnot, kazd4 z téchto
hodnot ma (alespon teoreticky) nenulovou pravdépodobnost, a pfitom soucet téchto pravdépo-
dobnosti (tj. soucet nekoneéné mnoha kladnych ¢isel) je roven jedné. V matematické teorii o
nekoneénych radach ¢isel se 1ze seznamit s podminkami, za kterych je soucet nekoneéné mnoha
kladnych ¢isel roven koneéné velkému ¢&islu.
Ostatné, toto by vas nemélo piekvapit. Uvazujme napiiklad ¢islo % =0,3. Cislo

0,3=0,33333333333...
=0+0,3+0,03+ 0,003+ 0,0003+0,00003 + ...

S I BRI S -
~ 10 100 1000 10000 100000
N3
n:llon

je jisté mensi nez jedna a pritom je zfejmé, Ze vznikd jako soucet nekoneé¢né mnoho kladnych
Cisel. Principem koneéného souc¢tu je, ze tato ¢isla se zmensuji dostateéné rychle, aby jejich
soucet vedl ke konecné velkému ¢&islu.

Vlastnost, ze soucet nekoneéné mnoha kladnych ¢isel (pravdépodobnosti) muze byt roven
jedné, vsak maji pouze ta cisla, kterych je nanejvysSe spocetné mnoho, tj. mnoziny hodnot
diskrétni ndhodné veli¢iny. Intervaly redlnych ¢isel maji nespocetné mnozstvi prvkia a soucet
nespocetné mnoha kladnych hodnot nebude koneéné velky. To ale znamena, ze pokud hodnoty
nahodné veli¢iny tvori interval redlnych ¢isel, musi byt pravdépodobnosti téchto hodnot rovny
nule (zdporné byt nemohou z principu; kladné byt nemohou, nebot jejich soucet by nebyl
koneé¢né velky — takze zbyva pouze nulova hodnota pravdépodobnosti). Tedy pravdépodobnost
kazdé hodnoty z intervalu realnych ¢isel je rovna nule.

Ostatné, ani toto by nas nemélo piekvapit. Moznd si vzpomenete, Ze spojitou ndhodnou
veli¢inou je napiiklad doba ¢ekani na néjakou udalost. Pravdépodobnost, Zze na tuto udalost bu-
deme Cekat presné 4,584 651 694 215 362 948 321 362 749 362 215 594 36 sekundy je prosté nulova.
Je proto dobré zamyslet se nad vyznamem nésledujiciho tvrzeni. Pravdépodobnost nemozného
jevu je rovna nule, na druhou stranu obracené tvrzeni neplati — to, ze néjaky jev mé pravdépo-
dobnost rovnu nule neznamena, ze se jednd o nemozny jev. Pfi ndhodném pokusu se spojitou
nahodnou veli¢inou vzdy néjaka hodnota nastane, ptrestoze pravdépodobnost jeji udalosti je
rovna nule. Konec vsuvky o nekonecnu.

Definice 3.0.1. Nahodnou veli¢inu, kterd muze nabyvat libovolnou hodnotu z koneé¢ného nebo
nekone¢ného intervalu redlnych ¢isel, nazyvame spojitd ndhodnd veli¢ina.

V nepovinné vsuvce jsme vysvétlili, ze u spojité ndhodné veliciny nemd smysl pracovat
s pravdépodobnostni funkei, nebot vSechny jeji hodnoty jsou rovny nule. Z toho divodu nejdifve
zacneme definici pojmu distribuéni funkce.

Definice 3.0.2. Distribu¢ni funkce ndhodné velic¢iny X je pro kazdé redlné &islo x definovana
vztahem

F(z) = P(X < z). (3.1)
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Hodnota distribuéni funkce v bodé x tedy znamena pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X
ma hodnotu nejvyse z, tj. pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢cina X nabude nékterou z hodnot
od —oo do x.

Z tuvodniho textu o pravdépodobnosti byste si méli pamatovat, ze pravdépodobnost sjedno-
ceni vzajemné nesluéitelnych jevu je rovna souctu jednotlivych pravdépodobnosti téchto jevii;
tedy, jsou-li jevy Ay, Ao, ..., A, vzidjemné neslucitelné, potom plati

P(A1UAsU...UA,) =P(A1)+ P(A2) + ...+ P(Ay).
Z této rovnosti vyplyva nékolik zaveéru.

e Snadno nahlédneme platnost rovnosti (—oo, z) = (—oo, z)U{z}. Jevy X < 2z a X = x jsou
jisté neslucitelné (hodnota nahodné veliciny X, kterd je vysledkem konkrétniho ndhodného
pokusu, je prosté bud’ mensi nez dané x, nebo je rovna x, nebo je vétsi nez x, ale nemuze

byt souc¢asné mensi nez x a soucasné rovna x). Proto je
PX<z)=P(X<2)UX=2))=P(X<z)+P(X=2)=P(X<z)+0=P(X<2z),

kde rovnost P(X = x) = 0 plyne ze znéni nepovinné matematické vsuvky. Tim jsme
zduvodnili platnost rovnosti P(X < z) = P(X < z), kde X je spojitd nahodna veli¢ina.
Tuto rovnost budeme obé¢as vyuzivat, proto by vas neméla prekvapit pripadna ,nedusled-
nost“ v praci s (ne)ostrou nerovnosti X < x, resp. X < x, nebot pravdépodovnosti obou
jevu se rovnaji. Z toho duavodu se také muzete v nékterych piipadech setkat s definici
distribué¢ni funkce ve tvaru F(z) = P(X < z). Tato pozndmka ukazuje, ze takto vyslovena
definice neni v rozporu s nasi definici (v pfipadé spojité ndhodné veli¢iny).

Poznamenejme, Ze analogicky muzeme pro spojitou ndhodnou veli¢inu X zduvodnit rov-
nost P(z < X) = P(z <X).

e V tomto odstavci se budeme vénovat dusledkum rovnosti (—oo, a) U (a,b) = (—oo, b), pro
a < b. Opét snadno nahlédneme, ze jevy X < a a a < X < b jsou neslucitelné (hodnota
néhodné veliciny X je prosté bud’ nejvyse rovna a, nebo je vétsi nez a). Proto je

P(—00 < X < b) :P<(—oo<X§a)U(a<X§b)> = P(—c0 <X <a)+P(a<X<b).
Tuto nerovnost muzeme piepsat do tvaru
Pla<X<b) =P(—o00<X<b)—P(—o0 <X<a)=F(b) — F(a).

Spolecné s tvrzenim v piredchozi odrézce tak pro spojitou ndhodnou veli¢inu X dostavame
nasledujici rovnosti.
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V dalsi ¢asti si priblizime dulezity pojem hustota pravdépodobnosti. K tomuto pojmu nés
vede nésledujici predstava. I kdyz je pravdépodobnost kazdé konkrétni hodnoty spojité nahodné
veli¢iny rovna nule, pfesto muzeme mit tendenci nékteré hodnoty nadhodné veli¢iny ocekavat
Castéji nez jiné hodnoty.

Uvazujme napiiklad ndhodnou veli¢inu, kterou je télesna vyska nahodné vybraného dospélého
clovéka. Jisté se shodneme na tom, ze pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany dospély clovek
bude mit vysku 175 cm, tj. 175,000 000 000 000 000 cm, stejné tak jako 325,154 127 368 145 234 cm,
je rovna nule. Nicméné — asi se shodneme na tom, ze vyska ndhodné vybraného dospélého ¢lovéka
se bude pohybovat spiSe v blizkosti ¢isla 175 cm nez v blizkosti 325 cm — a tuto miru presvédéeni
bychom potfebovali néjak ciselné vyjadrit.

Vytvorime tedy funkci, jejiz funkéni hodnoty budou vyssi u hodnot, v jejichz okoli predpok-
lddame castéjsi vyskyt hodnot ndhodné veli¢iny. To by k pfesnému vymezeni funkce nestacilo,
proto ptidame dalsi podminku. Tuto funkei sestrojime tak, aby jeji funkéni hodnoty mély néjaky
vztah k pravdépodobnostem souvisejicim s danou nahodnou veli¢inou. Tento vztah muze byt
zvolen ruzné — my si zvolime tu moznost, aby plocha A ohrani¢end shora grafem této funkce,
zdola osou x a zleva, resp. zprava ohrani¢ena svislou pfimkou protinajici na ose x bod a, resp.
bod b odpovidala svym obsahem S(A) pravdépodobnosti, ze hodnoty ndhodné veli¢iny X lezi
v rozmezi od a do b; tedy, aby platilo

S(A)=Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<b)=F(0b)— F(a). (3.2)
Takto pojata funkce je jiz ddna jednoznacéné. Podivejme se na Obréazek Zde je zobrazen
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Obrézek 3.1: Hustota pravdépodobnosti

graf funkce f(x) a déle jsou uvedeny dvé ruzné plochy (modré pruhy), které jsou ohraniceny
shora grafem funkce f(z), zdola osou x a zleva a zprava svislymi pfimkami, které na ose x
protinaji hodnoty 170 a 175, resp. 190 a 195. Obsahy téchto ploch jsou rovny pravdépodobnostem,
ze hodnota ndhodné veli¢iny bude lezet v rozmezi od 170 do 175 (levy pruh), resp v rozmezi od
190 do 195 (pravy pruh). Pokud bychom za hodnotu ndhodné velic¢iny povazovali vysku ndhodné
vybraného dospélého ¢lovéka, potom by obsahy obou ploch znamenaly pravdépodobnost, ze
nahodné vybrany dospély ¢lovék bude mit vysku v rozmezi od 170 do 175 cm (obsah levého
pruhu), resp. bude mit vysku v rozmezi od 190 do 195 cm (obsah pravého pruhu). Vsimnéte si,
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ze oba pruhy maji stejnou §itku 5 cm; levy pruh je vyssi — jeho obsah je vétsi a to znamend vySssi
pravdépodobnost vyskytu osob s vyskou od 170 do 175 cm oproti osobam s vyskou v rozmezi
od 190 do 195 cm.

Takto definovand funkce tedy naznacuje, jaké hodnoty ndhodné veli¢iny muzeme ocekavat,
a primo poskytuje ndvod k vypoctu pravdépodobnosti pomoci obsahu jisté plochy. Z kurzu
matematiky byste si méli pamatovat, ze obsah plochy A ohrani¢ené shora grafem funkce f(x) —
spojité a nezaporné v intervalu (a, b), zdola osou z, zleva a zprava ohrani¢ené svislymi piimkami
protinajicimi na ose x body a a b, lze vypocitat pomoci vzorce

b
S(A) = / f@)dz = F(b) — Fla).

Funkce F'(z) je tzv. primitivni funkce k funkce f(x) na intervalu (a, b), tj. pro véechna = € (a, b)
je F'(z) = f(z).

My jiz vime — viz rovnice , ze obsah plochy S(A) odpovida rozdilu hodnot distribuéni
funkce F'(b) — F'(a), proto distribu¢ni funkci F'(z) = P(X < z) muzeme povazovat za primitivni
funkei k nasi uvazované funkci f(x) a vztah mezi touto funkei f(z) a distribuéni funkei F'(z) je
F'(z) = f(z). Nyni jiz muzeme vyslovit nésledujici definici.

Definice 3.0.3. Je-li X spojitd ndhodnd veli¢ina, potom existuje nezdporna funkce f(x) takové,
ze pro vSechna redlnd c¢isla x plati

Fz) = /_ . (3.3)

Funkci f(z) nazyvame hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné veliciny X.
Hustota pravdépodobnosti f(z) ma tyto vlastnosti:

e f(x) =0

. /Zf(a:)d:vzl

b
e Pla<X<b)=F(b)— F(a) :/ f(x)dzx pro a < b, kde F(x) je distribuéni funkce

nahodné veli¢iny X.
Pozdéji se seznamime s nékterymi specidlnimi typy spojitych ndhodnych veli¢in a pozname,
jaky je predpis hustoty pravdépodobnosti v téchto pripadech.
3.0.1 Ciselné charakteristiky spojité ndhodné veli¢iny

Méjme spojitou ndhodnou veli¢inu X s hustotou pravdépodobnosti f(x), kde M predstavuje
mnozinu v8ech moznych hodnot x ndhodné veliciny X. Potom lze zavést tyto ¢iselné veli¢iny,
které charakterizuji spojitou ndhodnou veli¢inu.

Stredni hodnota nahodné veli¢iny X je definovdna vztahem

EX) = /M x- f(x)de. (3.4)
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Druhy obecngj moment ndhodné veliciny X je definovan vztahem

E(X?%) :/ 2% f(x)dz. (3.5)
M
Rozptyl ndhodné velic¢iny X je definovan vztahem
2 2 2
D(X) = E{ [X — B(X)] } = /M [z - EX)]” f(2)de = B(X?) - (E(X))*.  (3.6)
Smérodatnd odchylka ndhodné veliciny X je definovdna vztahem
o =+/D(X). (3.7)
Median % je takova hodnota nahodné veli¢iny X, pro kterou plati
PX<z)=PX>7)=0,5. (3.8)

Vyznam uvedenych charakteristik je stejny, jako u diskrétni nahodné veli¢iny. Stfedni hod-
nota F(X), nékdy téz ocekdvand hodnota, predstavuje hodnotu, ke které se bude blizit prumeér
z realizaci nahodnych pokusu pfi rostoucim poc¢tu opakovani téchto pokusu. Rozptyl, potazmo
smérodatng odchylka, predstavuji miru variability vysledki ndhodné veli¢iny. Cim mensi je
tato variabilita (vzhledem k nezédpornosti téchto meér to znamend — ¢im vice se variabilita bliz{
nule), tim vice se vysledky ndhodné veli¢iny blizi stfedni hodnoté. Jakym zpusobem chédpat toto
priblizovani si opét fekneme pii aplikacich limitnich vét.

Konkrétnimi vypocty uvedenych charakteristik si budeme zabyvat pii probirani jiz zminénych
specidlnich typu spojitych ndhodnych veli¢in. Zde uvedeme pouze jeden piiklad na vypocet uve-
denych charakteristik.

3.1. Je dana funkce
1 T
- — — €(2,6
o315 roreo)
0, pro zbyvajici hodnoty x.
Ovéite, zda uvedend funkce muze byt hustotou pravdépodobnosti spojité ndhodné veli¢iny.
Pokud ano, vypoctéte stiedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku a median této ndhodné
velic¢iny.

Resent: Graf funkce je uveden na Obrazku Ze znazornéni grafu je zfejmé, ze ndhodna
veli¢ina muze nabyvat pouze hodnoty z intervalu (2, 6), pficemz hodnoty v pravostranném
okoli ¢isla 2 muzeme ocekavat o néco ¢astéji nez hodnoty v levostranném okoli ¢isla 6 (maji
vyssi hustotu pravdépodobnosti).

Nejprve ovéiime, zda uvedend funcke muze byt hustotou pravglgepodobnosti spojité ndhodné
veli¢iny, tj zda spliuje podminky f(x) > 0 pro viechna z € R a / f(z)dx = 1. Z grafu funkce

—0o0
je ztejmé, ze funkce je nezdporna na celém defini¢nim oboru — prvni podminka je tedy splnéna.

Nyni ovéfime druhou podminku. Vzhledem k tomu, Ze funkce nabyva nenulovych hodnot pouze
pro x € (2, 6) lze integracni meze omezit pouze na tuto mnozinu. Pak plati

0 6
1 =z z 2278 6 36 2 4 6-2 36-—4
d = —_— — d pr —_—— — pry —_— — — —_— —_— :7_7:1.
/f(x) o /(2 16) o [2 32]2 (2 32> (2 32) 2 32
— 00 2
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Obrézek 3.2: Hustota pravdépodobnosti

Druha podminka, kterd predstavuje zdkon rozdéleni pravdépodobnosti spojité ndhodné veli¢iny,
je také splnéna, a funkce f(z) je tedy hustotou pravdépodobnosti néjaké nahodné veli¢iny.

Nyni vypocteme stfedni hodnotu této ndhodné veli¢iny. Pouzijeme piitom vzorec . Jak
bylo zminéno vySe, mnozina M vSech moznych hodnot ndhodné veli¢iny je rovna intervalu
(2, 6), proto integra¢ni meze ve vzorci budou odpovidat tomuto intervalu.

o= serse= fo-3-55) = - 5) =[5 3]

_<36 216> (4 8> 36-4 216-8 176 _ 11 _, .

4 48 4 48 48 3

4 48

Poznamka na okraj Tento vysledek je v souladu s nasim oc¢ekdavanim. Kdyby byly vSechny
hodnoty od 2 do 6 stejné ocekavatelné, stfedni hodnotou by byl stied intervalu — tedy ¢islo 4.
Nicméné, hodnoty v blizkosti ¢isla 2 maji vyssi hustotu pravdépodobnosti, jsou tedy ocekavatel-
néjsi v tom smyslu, ze pii realizaci ndhodnych pokusu budou nastdvat ¢astéji, proto se prumeér
z realizaci ponékud snizi a bude lehce nizsi nez 4 — coz se stalo.

Daéle budeme pokracovat vypoctem rozptylu. K tomu pouzijeme vzorec na pravé strané
rovnice . Nejdiive proto podle rovnice vypoéteme druhy obecny moment F(X2).

E<x2>=/M /6”“’ (z)dg”/ﬁ(g;w)dxhgﬂﬁ
(

<216 1296) 8 16) 216 -8 129616 44 _
B 6

6 64 6 64 3

Nynf jiz zndme hodnoty F(X?) a E(X) a miizeme tedy dosadit do rovnice (3.6).

D(X):E(XQ)—<E(X))2:—— 5 e )

44 11 132 121 11
3 3 9 9

Smérodatnou odchylku urcime ze vzorce (3.7)).

o =+v/DX) = \/g; 1,106
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Vypoctem jsme zjistili, Ze rozptyl je roven D(X) = 1,2 a smérodatnd odchylka m& hodnotu
o =1,106.

Na zavér prikladu vypocteme medidn z této nahodné veli¢iny. Pro medidn plati rovnost ,
proto vzhledem k rovnosti muzeme psat F'(z) = 0, 5. Vyjadiime pfedpis distribuéni funkce
a vypocteme hodnotu z, pro kterou je F'(x) = 0,5 — to bude hledany medidn ndhodné veli¢iny.
Ptedpis distribuéni funkce uréime z hustoty pravdépodobnosti pomoci rovnice . Vzhledem
k tomu, ze ndhodnd veli¢ina nabyvad nenulové hodnoty pouze pro (2, 6), bude pro vsechna
x € (—o0, 2) platit F(z) = 0 a pro vSechna x € (6, co) vztah F(x) = 1. Nize vypocteme
predpis funkce F'(z) pro x € (2, 6).

i [ r1 t 21" [z 2P 2 4
Fle) = /f@)dt:/f“)d’f:/(fm) = [2—32}; (2—32> - (2—32)
—00 2 2
r—2 2*—4 16z—-32 2?-4 —z+ 162 —28

2 32 32 32 32
Pro predpis distribuéni funkce tedy plati

0, pro xz < 2,
—2? + 162 — 28

F(z) = i +32x , proz € (2, 6),
1, pro x > 6.

Ptame se, pro jakou hodnotu x je funkéni hodnota této funkce rovna 0, 5.

F(x):_m2+;§$_2820,5 |32
—2? 4+ 162 — 28 = 16 ...|—16
—2? + 162 — 44 =0 ...| nalezneme koteny kvadratické rovnice
r=8++20 ... | bereme koreny pouze z intervalu (2, 6)
r=8-120=3,53 ...| coZ je hodnota hledaného medidnu

Medidn ndhodné veli¢iny X se zadanou hustotou pravdépodobnosti f(z) je roven & = 3,53.
Poznamenejme, Ze analogicky bychom postupovali pii vypoctu ostatnich kvantili — pouze misto
hodnoty 0,5 bychom pracovali s hodnotou p (u p% kvantilu).

leohy k samostatnému resSeni

3.2. Je dana funkce f(z), jejiz predpis je roven f(x) = 0,2 pro z € (2, 7), resp. f(z) = 0
pro z < 2 a x > 7. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda takto definovana funkce muze byt hus-
totou pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny. Jestlize ano, urcete jeji stfedni hodnotu, rozptyl a
smérodatnou odchylku a median.

3.3. Je ddna funkce f(z), jejiz predpis je roven f(z) = 3 — £ pro z € (0, 4), resp. f(z) =0

pro z < 0 a x > 4. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda takto definovana funkce muze byt hus-
totou pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny. Jestlize ano, urcete jeji stfedni hodnotu, rozptyl a
smérodatnou odchylku a median.
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3.4. Je ddna funkce f(z), jejiz predpis je roven f(z) = 322 — 62 + 3 pro = € (0, 1), resp.
f(z) =0prox <0 ax > 1. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda takto definovand funkce muze byt
hustotou pravdépodobnosti ndhodné veliciny. Jestlize ano, urcete jeji stfedni hodnotu, rozptyl
a smérodatnou odchylku a median.

3.1 Neéktera dilezita rozdéleni spojité nahodné veliciny
3.1.1 Rovnomérné rozdéleni spojité ndhodné velic¢iny

Rovnomérné rozdéleni pouzivame k modelovani situaci, kdy obor hodnot ndhodné veli¢iny je
oboustranné omezen (je to tedy kone¢ny interval) a neni mozné piedpokladat, ze nékteré hod-
noty z tohoto intervalu by se vyskytovaly ¢astéji nez jiné. To znamena, ze pravdépodobnost,
ze hodnota nahodné veli¢iny pochézi z libovolného podintervalu od o do § je stejnd, jako ze
pochéazi z jakéhokoliv jiného podintervalu stejné délky.

Prikladem ndhodné veli¢iny s timto rozdélenim je doba ¢ekani na pravidelné se opakujici jev.
Predpokladejme napiiklad, ze autobosova linka ptijizdi pravidelné na zastavku v desetiminu-
tovych intervalech. Ndhodnou veli¢inou je doba, kterd uplyne od naseho piichodu na zastavku
do doby, nez ptijede prvni autobus této linky. Pfedpokladame pritom, ze svuj piichod nijak ne-
synchronizujeme s jizdnim fddem a na zastavku prijdeme nezavisle na ¢asech piijezdu autobusu.
Pak tato nahodnéa veli¢ina méa rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti s moznymi hodnotami
z intervalu (0, 10) minut.

Jinym piikladem je velikost zaokrouhlovaci chyby pfi méfeni. Dejme tomu, ze méfime délku
vyrobku s presnosti 1 mm a zaokrouhlovani provadime podle matematickych pravidel. Tedy
pokud mé predmét skuteénou délku 45,23 mm zapiSeme si délku 45 mm a chyba méreni ¢ini
0,23 mm. Pokud m& predmét skutecnou délku 148,76 mm zapiSeme si délku 149 mm a chyba
méfeni ¢ini 0,24 mm. Ndhodnou veli¢inou je velikost chyby, které se dopoustime pii kazdém
méfeni. Pak tato chyba je ndhodné veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim s moznymi hodnotami
(0, 0.5) milimetru.

Definice 3.1.1. Rovnomérnym rozdélenim spojité ndhodné veliciny X, kterda nabyva hodnot
x € (a,b), nazveme takové rozdéleni pravdépodobnosti, jehoz hustota je

z € (a,b),

1
f ) = b—a?
(@) 0, jinak.

Pro z € (a, b) je

[ t 1" x a T —a
F — f— = — == .
(=) /b—adt [b—a] b—a b—a b—a

a

Distribuéni funkce je potom popsana rovnicemi

07 xS )
F(z) =< %2, z€(a,b),
, z>b
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Stfedni hodnotu vypocteme pomoci rovnice (3.4]).

b b 0 b
:a/:z-f(:c)dx:a/x [2(;'30)]&

b
_ a*> b —a? ( a)b+a) a+bd

“2b-a) 20b-a) 20b-a)  20b-a) 2
Pro vypocet druhého obecného momentu pouzijeme rovnici (3.5)).

E(X2)=/bw2-f<x>dﬂf=/bzf2adx: [?ﬁr

b a’ b —a®  (b—a)*+ab+a?)  a*+ab+b?

T 2b—a) 20b—a) 2(b—a) 3(b—a) - 3
Rozptyl uréime pomoci vzorce (3.6)).

D(X) = E(X?) — (B(X))? =

a® +ab+ 1 <a+b>2

3 2
_ 4a® +4ab+4b*  3a® 4 6ab+3b*  a? —2ab+b*  (a—b)?
- 12 12 - 12 12

Resené tlohy
3.5. Predstavme si ,idealni* systém méstské hromadné dopravy, ve které urcita linka ptijizdi

na zastavku v naprosto pfesném intervalu 10 minut. Nahodnou veli¢inou X je doba cekdni na
tuto linku pfi nahodném piichodu na zastavku.

a) Jaké jsou mozné hodnoty této ndhodné velic¢iny?

b) Namalujte a popiste graf hustoty pravdépodobnosti této nahodné velic¢iny.

)
c) Jaka je pravdépodobnost, ze na autobus budete ¢ekat od 2 do 7 minut?
)

d) Jaka je pravdépodobnost, Ze na autobus budete ¢ekat vice nez 6 minut?

Resent:

Jednd se samoziejmé o idealizovanou tilohu, nebot ve skutec¢nosti nelze zajistit, aby autobus
prijizdél presné kazdych deset minut. Navic iloha nepocita s tim, ze autobus se ve stanici chvili
zdrzi atd. Nicméné, pokusime se toto zjednodusSeni prijmout a tdlohu fesit tak, jako kdyby se
autobus kazdych deset minut objevil ve stanici a hned zase ,zmizel“, takze ten, kdo piijde
bezprostfedné po zmizeni autobusu, bude na dalsi bus ¢ekat 10 minut.

a) Hodnoty této nahodné veli¢iny predstavuji vSechny myslitelné doby ¢ekéni na autobus,
tedy vSechna z € (0, 10) (v minutach).

b) Graf hustoty pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny bude konstantni kladnd funkce pro vsechna
€ (0,10). Mimo tento interval nabyva hustota pravdépodobnosti nulové hodnoty. Funkéni
hodnota hustoty pravdépodobnosti v intervalu (0, 10) je rovna
r 1 0.1
b—a 10—0 T
Graf naleznete na Obrazku 3.3
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Obréazek 3.3: Hustota pravdépodobnosti v Piikladu

¢) Pravdépodobnost, Ze na autobus budeme ¢ekat od 2 do 7 minut je rovna pravdépodobnosti,
ze ndhodné veli¢ina bude nabyvat hodnoty z intervalu od 2 do 7 minut.

7—-0 2-0 7 2 ) 1

Stejné tak bylo mozné vypocet provést pomoci integralu (zejména pokud radi integrujete).

BICKEEEE S

7 7
1
P(2<X<7):/f(x)da::/10dx: ,=10 10" 10
2 2

d) Pravdépodobnost, ze na autobus budeme ¢ekat ¢ekat vice nez 6 minut je rovna pravdépodobnosti,

ze nahodna veli¢ina bude nabyvat hodnoty z intervalu od 6 do 10 minut.

10-0 6-0 10 6 4

Vypocet bylo mozné provést také pomoci opa¢ného jevu.

6—0
P(X>6)=1-PX<6)=1-F(6)=1-5—=1-06=04

Vypocet bylo mozné provést i pomoci integralu (opét zejména pokud radi integrujete).

10 10
1 110 10 6 4
6 6

U'lohy k samostatnému reseni

3.6. Pro ndhodnou veli¢inu s rovnomérnym rozdélenim plati rovnost F(X) = Z. Zduvodnéte
proc.

3.7. Generator ndhodnych éisel v PC ,vytvaii* ndhodnd ¢isla z rozmezi (0,1). S jakou prav-

dépodobnosti bude vylosovano ¢&islo
a) x =0,3251

C

)

b) mensi nez x = 0,4
) ¢islo vétsi nez x = 0,7
)

d

¢islo z rozmezi 0,4 az 0,77
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3.1.2 Exponencialni rozdéleni ndhodné veli¢iny

Tato kapitola predstavuje vzhledem k sdéleni dr. Simsové v rdmci videopfedndsky text ne-
povinny ke studiu v tom smyslu, Ze z néj nebudete zkouSeni ani jinak testovani. Na druhou
stranu, fada praktickych loh napiiklad z teorie hromadné obsluhy (¢asto piichod pozadavku
do systému — coz muze byt pfichod zdkaznika, potieba jistého dilu ve vyrobé atd.) je popséna
pravé touto ndhodnou veli¢inou a byla by Skoda se s tématem alespon trochu neseznamit.
Casovy interval X mezi dvéma sousednimi vyskyty uddlosti v Poissonovském procesu (viz
kapitola ?? na strané ?77) je ndhodnd veli¢ina s tzv. exponencidlnim rozdélenim pravdépodobnosti.

3.8. Prumérnd doba mezi prujezdy dvou po sobé jedoucich automobili po silnici pfed na§i
skolou v dobé konéani cviceni ze statistiky je 1 minuta. Nahodnou veli¢inou je doba mezi prujezdy
dvou po sobé jedoucich automobila po silnici pfed nasi skolou v dobé konani cviceni ze statistiky.
Mozné hodnoty ndhodné veli¢iny teoreticky tvoii interval M = (0, oo), prakticky je to interval
M = (0, 240) (méfime v minutéch).

3.9. Prumérnd doba mezi dvéma telefondty na zdkaznickou linku firmy ABC je 20 sekund.
Nahodnou veli¢inou je doba mezi dvéma telefondty. Mozné hodnoty ndhodné veli¢iny tvoii
interval M = (0, c0).

Definice 3.1.2. Uvazujme spojitou ndhodnou veli¢inu X, kde X je doba do nastani udalosti
v poissonovském procesu. Pak tato nahodna veli¢ina mé exponencidini rozdéleni pravdépodobnosti
Exp(d), a jeji hustota pravdépodobnosti méa piedpis

%e‘gﬁ/‘s, z € (0,00), 6 >0,
f(z) =
0, jinak.

Parametr ¢ predstavuje stfedni hodnotu této ndhodné veliciny. Je tedy E(X) = ¢, také plati
D(X) = 6%

Vzhledem k definici muzeme odvodit vztah pro distribuéni funkci. Pro vSechna x > 0 je

T x T it
F(x)Z/f(t)dt:/ée_t/‘sdt:—/—ie‘t/‘;dt:' Jdi _ ZS
0 0 0 0
—x/d
- /es ds — [_ es} —x/s _ (_efz/(s) B (_eO) —]_ /o
. .
0

Pokud se vam zdal vypocet obtizny (pfeci jenom jsme zde pouzili substitu¢ni metodu v urcitém
integralu) neveéste hlavu, dulezité je vnimat vysledek; predpis distribuéni funkce ndhodné veli¢iny

s exponencialnim rozdélenim zni
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Resené tlohy

3.10. V jisté restauraci ¢ekdme na obslouzeni primérné 9 minut. Jaka je pravdépodobnost, ze
budeme obslouzeni do 4 minut?

Resent:

Néhodnou veli¢inu doba éekdni od prichodu do restaurace do prichodu obsluhy muzeme povazovat
za ndhodnou veli¢inu s exponencidlnim rozdélenim, kde 6 = 9 (v prumeéru ¢ekame na obslouzeni
9 minut). Pravdépodobnost, ze budeme obslouzeni do 4 minut je potom rovna pravdépodobnosti,
ze hodnota ndhodné veli¢iny bude nejvyse rovna 4, tj. poc¢itame P(X < 4). Z definice distribu¢ni
funkce vime, ze tato pravdépodobnost odpovida funkéni hodnoté v bodé 4. Je tedy

P(X<4)=F(4)=1-e%9=1-0,641 = 0, 359.
Pravdépodobnost, ze budeme obslouzeni do 4 minut, je rovna pfiblizné 0,359.

3.11. Pracovnice call centra ptijme hovor prumérné jednou za 6 minut. Jaka je pravdépodobnost,
ze po dobu, kdy se na dvé minuty vzdali, nepfijde zadny hovor?

Resend:

N&ahodnou veli¢inu doba do pristiho telefondtu muzeme povazovat za ndhodnou veli¢inu s ex-
ponencidlnim rozdélenim se stiedni hodnotou § = 6 minut. Ze zadani tlohy plyne, ze chceme
znat pravdépodobnost, ze doba do ptistiho hovoru bude vétsi nez 2 minuty, tj. chceme znét

pravdépodobnost, ze X > 2.

1
— =0,717.
Ve

Pravdépodobnost, ze béhem nésledujicich dvou minut neptijde na call centrum hovor k vyftizeni,

PX>2)=1-P(X<2)=1-F@2)=1-(1-e %) =e /3=

je rovna piiblizné 0,717.

Uloha k samostatnému reSeni

3.12. Zkouska nového stroje musi probihat nepretrzité 24 hodin a je nezbytné nutné, aby po
celou tuto dobu byl stroj pod kontrolou diagnostického zatizeni. Vime, ze diagnostické zatfizeni
m4& poruchu prumérné jednou za 2 500 hodin. Zjistéte, zda ,,¢as ¢ekdni na poruchu diagnostického
zatizeni“ je s pravdépodobnosti p = 0.99 delsi, nez ¢as vymezeny na zkousku.

3.1.3 Normalni rozdéleni nadhodné velic¢iny

Normélni rozdéleni pravdépodobnosti mé zcela vyjimeénou pozici mezi ostatnimi pravdépodob-
nostnimi rozdélenimi spojité nahodné veli¢iny. Toto rozdéleni je pouzitelné tam, kde kolisani
hodnot nahodné veli¢iny kolem stfedni hodnoty je zpusobeno velkym poctem nepatrnych a
nezavislych vlivu.

3.13. Vyska dospélého ¢lovéka (muze) se pohybuje v pruméru okolo 180 cm (ve skuteénosti to
bude zfejmé jiné ¢islo, nicméné pro tuto chvili to neni podstatné). Toto vSak neznamend, ze
kazdy muz méfi 180 cm. Neéektef{ muzi jsou vyssi, néktefi nizsi, a pokud bychom za ndhodnou
veli¢inu povazovali vysku ndhodné vybraného muZe, pak kolisdni hodnot této ndhodné veli¢iny
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kolem ¢isla 180 cm, tj. ruzné vysky ndhodné vybranych dospélych muzi, je ddno fadou nej-
ruznéjsich vlivii — genetickou vybavou, stravou, prodélanymi nemocemi, prodélanymi udrazy,
provozovanymi sportovnimi aktivitami, kvalitou spanku, denni dobou méfeni vysky a jisté fadou
dalsich zde neuvedenych vlivi. Tedy kolisani hodnot ndhodné veli¢iny okolo stfedni hodnoty je
déno tim, Zze tato hodnota je ovliviiovdna Fadou nejruznéjsich, na sobé nezavislych, jeva. Tak
néjak ocekdavame, ze vétsina muzu bude mit vysku v blizkosti ¢isla 180 ¢cm, a pocet muzu klesa
tak, jak se jejich vyska vzdaluje od oné stfedni hodnoty.

3.14. Automaticka linka plni hladkou mouku do papirového baleni. Automat je nastaven tak,
aby mouka v jednom baleni méla hmotnost 1 kg. V kazdém baleni vSak neni piesné jeden
kilogram mouky. Pokud budeme uvazovat nahodnou veli¢inu hmotnost mouky v ndhodné vy-
braném balent, budou se jeji hodnoty lisit od pfedepsané hmotnosti. Tyto odchylky mohou byt
zpusobeny nejruznéjsimi vlivy — Spatné nastaveni stroje, ménici se teplota prostiedi (tepelnd
roztaznost zmeéni nastaveni stroje), vlhkost vzduchu (ovlivni lepivost mouky), vlhkost mouky
(pomér vody ovlivni hmotnost), opotiebeni stroje, nec¢istoty ve stroji, chyba obsluhy atd. Opét
muzeme ocekdvat, Ze vétsina baleni bude mit hmotnost blizkou hodnoté 1 kg, pocet baleni s
rozdilnou hmotnosti bude klesat se zvétsujici se odchylkou od 1 kg.

V obou vyse uvedenych piikladech 1ze zavedenou ndhodnou veli¢inu povazovat za ndhodnou
veli¢inu s normélnim rozdélenim pravdépodobnosti. Hustota pravdépodobnosti této nahodné
veli¢iny nabyva maximum ve své stfedni hodnoté u, s rostouci vzdalenosti x od u se hustota
symetricky snizuje. Graf hustoty pravdépodobnosti pfipomind svym tvarem zvon, proto se grafu
hustoty pravdépodobnosti veli¢iny s normélnim rozdélenim iika zvonovitd kiivka (ang. bell
shaped curve), ¢i gaussova kiivka (podle némeckého matematika C. F. GAUSSE (1777-1855).

Definice 3.1.3. Rekneme, ze ndhodn4 veli¢ina X mé normdlng rozdélend pravdépodobnosti, tj.
X ~ No[u, 0?], jestlize hustota pravdépodobnosti f(z) je popsdna vzorcem
1 _(@—p?

f(z) = e 22 | —oo< 1z < o0 (3.9)
oV2m

Normaélni rozdéleni ma dva parametry p a o2, kde p je stiedni hodnota rozdéleni a o2 je jeho
rozptyl. Je tedy
EX)=pu,  DX)=0c% (3.10)

Distribuéni funkce normdlniho rozdéleni ma tvar

1 T -w?
F(z) = / e 2 dt. (3.11)

oV 2w

Vypocet F(x) podle vzorce (3.11) je obtizny, ne-li nemozny. Proto byly hodnoty dis-
tribu¢ni funkce tabelovény (vypoé¢teny numerickymi metodami a zaneseny do tabulek). Vzhle-

2 museli

dem k tomu, Zze ndhodnd veli¢ina s normalnim rozdélenim mé dva parametry u a o

bychom vytvorit tabulky pro kazdou kombinaci téchto parametriu — coz je znacné nepraktické.

Proto libovolnou nghodnou veli¢inu X ~ No[u, 0?] s parametry u a o? transformujeme na

normovanou veli¢inu U, jejiz parametry jsou u = 0 a 02 = 1, a to pomoci pfevodniho vztahu
X—p

U==—+-. (3.12)
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Obrazek 3.4: Hustota pravdépodobnosti normélniho rozdéleni X ~ No[180, 10%]

Po této transformaci dostaneme tzv. normované normdlni rozdéleni U, kde je
f=——e % P =—— [ %
u) = e 2 U) = —— e 2df.
V2T ’ V2T )

Parametry normovaného norméalniho rozdéleni U jsou

Hodnoty distribuéni funkce normovaného normaélniho rozdéleni jsou tabelovany. Protoze je
rozdéleni symetrické okolo nuly, stac¢i v tabulce uvést hodnoty pravdépodobnosti pouze pro
u > 0. Pro hodnoty u < 0 lze vyuzit vzorec

F(—u) =1- F(u), (3.13)
ktery tuto symetrii vyuzivd. Viz Obrézek 3.5 kde jsou naznaceny rovnosti
F(—u)=PU< —-u)=PU>u)=1—-PU<u)=1-F(u).

Vypottéme pomoci vzorce (3.13) napiiklad hodnotu F(—1,5). Je F(—1,5) = 1 — F(1,5),
kde hodnotu F'(1,5) jiz nalezneme v tabulkach distribuéni funkce normovaného normélniho
rozdéleni.

F(-u) 1-F(u)

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -1 -05 D‘ 05 v 1 15 2 25 3 3.

Uw“' =

Obrazek 3.5: Porovnanim obsaht obou ploch zduvodnime rovnici ((3.13|)

Nyni jiz mame dostatecny teoreticky zaklad k provadéni vypocti. Pied zacatkem pro-
cvicovéni pouze pripomeneme obecné tvrzeni, platné pro jakoukoliv ndhodnou veli¢inu. Casto
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mame urcit pravdépodobnost, ze ndhodné velicina X nabude hodnoty z intervalu z; az xs.
Z vlastnosti distribu¢ni funkce plyne

P(u1 <U< UQ) = F(UQ) — F(ul) (3.14)

Nésledujici piiklad slouzi k procviceni zakladni préce s pravdépodobnostmi ruznych hodnot
nahodné veli¢iny s normovanym norméalnim rozdélenim a tabulkami prislusné distribuéni funkce.

3.15. Necht U je ndhodné veli¢ina s normovanym normélnim rozdélenim Nol0, 1]. Urcete, jakd
je pravdépodobnost, ze hodnota U bude:

a) mensi nez 1,25,

b) vétsi nez 2,1,

¢) mensi nez —1, 5,

d) veétsi nez —0,45,

e) v rozmezi 0,35 az 1,87,

)
)
)
)
)
f)

v rozmezi —1,35 az 0, 55.

Resend: Pii vypoctech budeme pouzivat tabulky s hodnotami distribuéni funkce normovaného
normalniho rozdéleni, viz piiloha tohoto textu na konci dokumentu. Tabulka obsahuje dva
sloupce — v levém je uvedena hodnota wu, v pravém sloupci se nachazi piislusna hodnota dis-
tribu¢ni funkce F'(u).

a) Pravdépodobnost, ze hodnota U bude mensi nez 1,25, odpovidd rovnosti P(U < 1,25).
Z definice distribuéni funkce tak pouzitim vzorce (3.1)) dostaneme feseni

P(U < 1,25) = F(1,25) = 0,894350.

b) Pravdépodobnost, ze hodnota U bude vétsi nez 2,1, odpovidd rovnosti P(U > 2,1).
Vzhledem k tomu, ze jev U > 2,1 je opa¢nym jevem k jevu U < 2,1, plati mezi
pravdépodobnostmi vztah P(U > 2,1) = 1 — P(U < 2,1). Z definice distribuéni funkce
tak pouzitim vzorce dostaneme feseni

PU>21)=1-PU<2,1)=1-F(2,1)=1-0,982136 = 0,017864.
c¢) Pravdépodobnost, ze hodnota U bude mensi nez —1,5 odpovidéd rovnosti P(U < —1,5).
Ze vzorcu (3.1) a (3.13) dostaneme feseni
PU< -1,5)=F(-1,5)=1— F(1,5) =1 —0,933193 = 0,066807.
d) Pravdépodobnost, ze hodnota U bude vétsi nez —0,45 odpovida rovnosti P(U > —0,45).
Vzhledem k tomu, zZe jev U > —0,45 je opatnym jevem k jevu U < —0,45, plati mezi

pravdépodobnostmi vztah P(U > —0,45) = 1 — P(U < —0,45). Ze vzorcu (3.1) a (3.13)
dostaneme feSeni

P(U > —0,45) =1 — P(U < —0,45) = 1 — F(—0,45)
=1 (1—F(0,45)) = F(0,45) = 0,673645.
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e) Pravdépodobnost, ze U bude v rozmezi 0,35 az 1,87 zapiseme P(0,35 < U < 1,87).
Z rovnice (3.14]) dostaneme feseni

P(0,35 < U < 1,87) = F(1,87) — F(0,35) = 0,969258 — 0, 636831 = 0, 332427.

f) Pravdépodobnost, ze U bude v rozmezi —1,35 az 0,55 zapiseme P(—1,35 < U < 0,55).
Pouzitim rovnic (3.14) a (3.13)) dostaneme feseni

P(—1,35 < U < 0,55) = F(0,55) — F(—1,35)
= F(0,55) — (1 — F(1,35)) = F(0,55) + F(1,35) — 1 = 0,620332.

Nyni se jiz mizeme vénovat slovnim tlohdm.

3.16. Predpokladejme, ze zivotnost baterie je ndhodnou veli¢inou X s normalnim rozdélenim
pravdépodobnosti s parametry p = 300hodin a ¢ = 35hodin. Jakd je pravdépodobnost, ze
nahodné vybrana baterie bude mit zivotnost vétsi nez 320 hodin?

Reseni: Je X ~ No[300, 35%], kde X piedstavuje dobu zivotnosti baterie. Nasim tikolem je zjistit
pravdépodobnost, ze hodnota X bude vétsi nez 320 hodin, tedy urcit hodnotu P(X > 320).
Abychom mohli pouzivat tabulky s hodnotami distribuéni funkce, musime pfislusné hodnoty
(meze) veliciny X pfevést na odpovidajici hodnoty (meze) normované veliciny U. To znamend
ze musime vypocitat, kterd hodnota normované veli¢iny U odpovida ¢islu 320 u veli¢iny X.
Pomoci rovnice dostaneme nésledujici rovnosti.

X—pu :X—BOO _ 320 — 300 :@:éiO 5

o 35 35 35 7 T

Hodnoté X = 320 tedy odpovidd U = 0,57. Z toho duvodu je P(X > 320) = P(U > 0,57).
Postupem, jak vypocitat hodnotu P(U) > 0,57 jsme se zabyvali v Piikladu b).

U=

P(X >320)=P(U>0,57)=1—P(U<0,57)=1— F(0,57) = 1 — 0,715661 = 0, 284339.

Pravdépodobnost, ze nahodné vybrand baterie vydrzi pracovat déle nez 320 hodin je ptiblizné
p = 0,284. Tento vysledek také muzeme interpretovat tak, ze priblizné 28,4 % téchto baterii
vydrzi déle nez 320 hodin.

3.17. Pii vystupni kontrole je soucastka uznana za kvalitni, jestlize se jeji rozmér pohybuje
v rozmezi{ 35 az 37 mm. Méfenim se zjistilo, ze rozméry soucastek tvofi ndhodnou veli¢inu
s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti se stiedni hodnotou p = 36,2mm a smérodatnou
odchylkou ¢ = 0,3mm. Jaka je pravdépodobnost, Ze rozmér soucastky, ndhodné vybrané ke
kontrole, bude v pozadovanych mezich?

Resend: Je X ~ No[36.2,0.3%], kde X piedstavuje délku ndhodné vybraného vyrobku. Nasim
tikolem je gzjistit pravdépodobnost, ze hodnota X se bude nachézet v rozmezi 35 < X < 37, tj.
vypocitat hodnotu P(35 < X < 37). Opét musime piislusné hodnoty (meze) veliciny X prevést
na odpovidajici hodnoty (meze) normované veli¢iny U. To znamend ze musime vypocitat, které
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hodnoty u1, resp. us normované veli¢iny U odpovidaji ¢islim z; = 35, resp. xo = 37 veli¢iny X.
Pomoci rovnice (3.12)) dostaneme nésledujici rovnosti.
X —36.2 35—-36.2 —1.2
=5 up = = =
0.3
Hledana pravdépodobnost je

37-362 08
- — 4 _ 207902 0O L 967
03 03 bW 0.3 03~ 207

P(35 <X <37) =P(-4 <U<2,67)=F(2,67) — F(—4) = F(2,67) — (1 — F(4))
= F(2,67) + F(4) —1=0,9962+ 1 — 1 = 0,9962,

kde hodnota F'(4) neni v tabulkdch uvedena, nicméné z trendu je ziejmé, ze jeji hodnota je pfi
zaokrouhleni na ¢tyti desetinnd mista rovna 1.
Pravdépodobnost, ze soucastka bude v pozadovanych mezich ¢ini piiblizné p = 0, 996.

3.18. Vyrobce trolejbusii pripravuje novy typ trolejbusu. Pii navrhu stanovuje ruazné de-
taily tykajici se trolejbusu. Jednim z nich je vyska dvefi, kterd ma byt takovd, aby jimi
proslo (bez nutnosti ohnuti) 95 % lidi (a tedy pouze 5 % lidi bylo vyssich nez je vyska dveii).
Predpokladejme, ze vyska lidi, ktefi pouzivaji méstskou dopravu, podléhd normalnimu rozdéleni
s parametry g = 180 cm a smérodatnou odchylkou ¢ = 10cm. Jakd by tedy méla byt vyska
dvefi?

Resent: Ze zadani plyne, ze chceme uréit 95% kvantil zadané nahodné veli¢iny, nebot potiebujeme
urcit takovou hodnotu z velic¢iny X, aby platily rovnosti P(X < x) = 0,95 a P(X > z) = 0, 05.
Hleddme tedy hodnotu zx, pro kterou je hodnota distribu¢ni funkce rovna 0,95. Pro rozliSeni
budeme pro oznaceni distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni pouzivat symbol
®(u) a pro oznaceni distribuéni funkce nenormované veli¢iny X pouzijeme symbol F'(x).

Z tabulek pro normovanou distribuéni funkeci normélniho rozdéleni vyéteme, ze ®(u) = 0,95
plati pro u = 1,65. Je tedy ®(1,65) = 0,95, resp. P(U < 1,65) = 0,95.

Nyn{ musfme zjistit, kterd hodnota x v X ~ No[180, 10?] odpovid4 u = 1,65 pro U ~ N[0, 1].

X — ~ 180
N 1,65::510

Vyska dvefi trolejbusu by méla byt rovna 196,5 cm.

U =

16,5=2—-180 = x=196,5

Ijlohy k samostatné praci

3.19. Vypoctéte pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti
X ~ No(64;16) nabude hodnotu vétsi nez 58. (Poznamka na okraj — pfipomenme, ze v takto
uvedeném zapisu ndhodné veliciny je pod éislem 16 uveden rozptyl D(X) = o2, nikoliv smérodatn4
odchylka o.)

3.20. Vypoctéte pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina s norméalnim rozdélenim pravdépodobnosti
X ~ No(5.3;1.44) nabude hodnotu v rozmezi od 4,7 do 6,5.

3.21. Je ddna ndhodnd veli¢ina s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti X ~ No(5.3;1.44).
Vypoctéte 30% kvantil této ndhodné veliciny.

3.22. Viha automaticky vyrdbéného vyrobku je ndhodné veli¢ina s normélnim rozdélenim s
parametry p = 220 gramu a o = 4 gramy. Kolik procent vyrobku je tézsich nez 222 gramy?
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Priloha ¢. 1: Hodnoty distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny s normovanym normalnim rozdélenim

u F(u) u F(u) u F(u) u F(u) u F(u) u F(u)

0 0,5 0,6 | 0,72575 1,2 | 0,88493 1,8 | 0,96407 2,4 | 09918 3 0,99865
0,01 | 0,50399 0,61 | 0,72907 1,21 | 0,88686 1,81 | 0,96485 2,41 | 0,99202 3,01 | 0,99869
0,02 | 0,50798 0,62 | 0,73237 1,22 | 0,88877 1,82 | 0,96562 2,42 | 0,99224 3,02 | 0,99874
0,03 | 0,51197 0,63 | 0,73565 1,23 | 0,89065 1,83 | 0,96638 2,43 | 0,99245 3,03 | 0,99878
0,04 | 0,51595 0,64 | 0,73891 1,24 | 0,89251 1,84 | 0,96712 2,44 | 0,99266 3,04 | 0,99882
0,05 | 0,51994 0,65 | 0,74215 1,25 | 0,89435 1,85 | 0,96784 2,45 | 0,99286 3,05 | 0,99886
0,06 | 0,52392 0,66 | 0,74537 1,26 | 0,89617 1,86 | 0,96856 2,46 | 0,99305 3,06 | 0,99889
0,07 | 0,5279 0,67 | 0,74857 1,27 | 0,89796 1,87 | 0,96926 2,47 | 0,99324 3,07 | 0,99893
0,08 | 0,53188 0,68 | 0,75175 1,28 | 0,89973 1,88 | 0,96995 2,48 | 0,99343 3,08 | 0,99896
0,09 | 0,53586 0,69 | 0,7549 1,29 | 0,90147 1,89 | 0,97062 2,49 | 0,99361 3,09 [ 0,999
0,1 | 0,53983 0,7 | 0,75804 1,3 | 0,9032 1,9 | 0,97128 2,5 | 0,99379 3,1 | 0,99903
0,11 | 0,5438 0,71 | 0,76115 1,31 | 0,9049 1,91 | 0,97193 2,51 | 0,99396 3,11 | 0,99906
0,12 | 0,54776 0,72 | 0,76424 1,32 | 0,90658 1,92 | 0,97257 2,52 | 0,99413 3,12 | 0,9991
0,13 | 0,55172 0,73 | 0,7673 1,33 | 0,90824 1,93 | 0,9732 2,53 | 0,9943 3,13 | 0,99913
0,14 | 0,55567 0,74 | 0,77035 1,34 | 0,90988 1,94 | 0,97381 2,54 | 0,99446 3,14 | 0,99916
0,15 | 0,55962 0,75 | 0,77337 1,35 | 0,91149 1,95 | 0,97441 2,55 | 0,99461 3,15 | 0,99918
0,16 | 0,56356 0,76 | 0,77637 1,36 | 0,91309 1,96 | 0,975 2,56 | 0,99477 3,16 | 0,99921
0,17 | 0,56749 0,77 | 0,77935 1,37 | 0,91466 1,97 | 0,97558 2,57 | 0,99492 3,17 | 0,99924
0,18 | 0,57142 0,78 | 0,7823 1,38 | 0,91621 1,98 | 0,97615 2,58 | 0,99506 3,18 | 0,99926
0,19 | 0,57535 0,79 | 0,78524 1,39 | 0,91774 1,99 | 0,9767 2,59 | 0,9952 3,19 | 0,99929
0,2 | 0,57926 0,8 | 0,78814 1,4 | 0,91924 2 0,97725 2,6 | 0,99534 3,2 | 0,99931
0,21 | 0,58317 0,81 | 0,79103 1,41 | 0,92073 2,01 | 0,97778 2,61 | 0,99547 3,21 | 0,99934
0,22 | 0,58706 0,82 | 0,79389 1,42 | 0,9222 2,02 | 0,97831 2,62 | 0,9956 3,22 | 0,99936
0,23 | 0,59095 0,83 | 0,79673 1,43 | 0,92364 2,03 | 0,97882 2,63 | 0,99573 3,23 | 0,99938
0,24 | 0,59483 0,84 | 0,79955 1,44 | 0,92507 2,04 | 0,97932 2,64 | 0,99585 3,24 | 0,9994
0,25 | 0,59871 0,85 | 0,80234 1,45 | 0,92647 2,05 | 0,97982 2,65 | 0,99598 3,25 | 0,99942
0,26 | 0,60257 0,86 | 0,80511 1,46 | 0,92785 2,06 | 0,9803 2,66 | 0,99609 3,26 | 0,99944
0,27 | 0,60642 0,87 | 0,80785 1,47 | 0,92922 2,07 | 0,98077 2,67 | 0,99621 3,27 | 0,99946
0,28 | 0,61026 0,88 | 0,81057 1,48 | 0,93056 2,08 | 0,98124 2,68 | 0,99632 3,28 | 0,99948
0,29 | 0,61409 0,89 | 0,81327 1,49 | 0,93189 2,09 | 0,98169 2,69 | 0,99643 3,29 | 0,9995
0,3 | 0,61791 0,9 | 0,81594 1,5 | 0,93319 2,1 | 0,98214 2,7 | 0,99653 3,3 | 0,99952
0,31 | 0,62172 0,91 | 0,81859 1,51 | 0,93448 2,11 | 0,98257 2,71 | 0,99664 3,31 | 0,99953
0,32 | 0,62552 0,92 | 0,82121 1,52 | 0,93574 2,12 | 0,983 2,72 | 0,99674 3,32 | 0,99955
0,33 | 0,6293 0,93 | 0,82381 1,53 | 0,93699 2,13 | 0,98341 2,73 | 0,99683 3,33 | 0,99957
0,34 | 0,63307 0,94 | 0,82639 1,54 | 0,93822 2,14 | 0,98382 2,74 | 0,99693 3,34 | 0,99958
0,35 | 0,63683 0,95 | 0,82894 1,55 | 0,93943 2,15 | 0,98422 2,75 | 0,99702 3,35 | 0,9996
0,36 | 0,64058 0,96 | 0,83147 1,56 | 0,94062 2,16 | 0,98461 2,76 | 0,99711 3,36 | 0,99961
0,37 | 0,64431 0,97 | 0,83398 1,57 | 0,94179 2,17 | 0,985 2,77 | 0,9972 3,37 | 0,99962
0,38 | 0,64803 0,98 | 0,83646 1,58 | 0,94295 2,18 | 0,98537 2,78 | 0,99728 3,38 | 0,99964
0,39 | 0,65173 0,99 | 0,83891 1,59 | 0,94408 2,19 | 0,98574 2,79 | 0,99736 3,39 | 0,99965
0,4 | 0,65542 1 0,84134 1,6 | 0,9452 2,2 | 0,9861 2,8 | 0,99744 3,4 | 0,99966
0,41 | 0,6591 1,01 | 0,84375 1,61 | 0,9463 2,21 | 0,98645 2,81 | 0,99752 3,41 | 0,99968
0,42 | 0,66276 1,02 | 0,84614 1,62 | 0,94738 2,22 | 0,98679 2,82 | 0,9976 3,42 | 0,99969
0,43 | 0,6664 1,03 | 0,84849 1,63 | 0,94845 2,23 | 0,98713 2,83 | 0,99767 3,43 | 0,9997
0,44 | 0,67003 1,04 | 0,85083 1,64 | 0,9495 2,24 | 0,98745 2,84 | 0,99774 3,44 | 0,99971
0,45 | 0,67364 1,05 | 0,85314 1,65 | 0,95053 2,25 | 0,98778 2,85 | 0,99781 3,45 | 0,99972
0,46 | 0,67724 1,06 | 0,85543 1,66 | 0,95154 2,26 | 0,98809 2,86 | 0,99788 3,46 | 0,99973
0,47 | 0,68082 1,07 | 0,85769 1,67 | 0,95254 2,27 | 0,9884 2,87 | 0,99795 3,47 | 0,99974
0,48 | 0,68439 1,08 | 0,85993 1,68 | 0,95352 2,28 | 0,9887 2,88 | 0,99801 3,48 | 0,99975
0,49 | 0,68793 1,09 | 0,86214 1,69 | 0,95449 2,29 | 0,98899 2,89 | 0,99807 3,49 | 0,99976
0,5 | 0,69146 1,1 | 0,86433 1,7 | 0,95543 2,3 | 0,98928 2,9 | 0,99813 3,5 | 0,99977
0,51 | 0,69497 1,11 | 0,8665 1,71 | 0,95637 2,31 | 0,98956 2,91 | 0,99819 3,51 | 0,99978
0,52 | 0,69847 1,12 | 0,86864 1,72 | 0,95728 2,32 | 0,98983 2,92 | 0,99825 3,52 | 0,99978
0,53 | 0,70194 1,13 | 0,87076 1,73 | 0,95818 2,33 | 0,9901 2,93 | 0,99831 3,53 | 0,99979
0,54 | 0,7054 1,14 | 0,87286 1,74 | 0,95907 2,34 | 0,99036 2,94 | 0,99836 3,54 | 0,9998
0,55 | 0,70884 1,15 | 0,87493 1,75 | 0,95994 2,35 | 0,99061 2,95 | 0,99841 3,55 | 0,99981
0,56 | 0,71226 1,16 | 0,87698 1,76 | 0,9608 2,36 | 0,99086 2,96 | 0,99846 3,56 | 0,99981
0,57 | 0,71566 1,17 | 0,879 1,77 | 0,96164 2,37 | 0,99111 2,97 | 0,99851 3,57 | 0,99982
0,58 | 0,71904 1,18 | 0,881 1,78 | 0,96246 2,38 | 0,99134 2,98 | 0,99856 3,58 | 0,99983
0,59 | 0,7224 1,19 | 0,88298 1,79 | 0,96327 2,39 | 0,99158 2,99 | 0,99861 3,59 | 0,99983
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