
Kapitola 1

Náhodná veličina, rozděleńı

pravděpodobnosti náhodné veličiny

V této kapitole se budeme zabývat pojmem náhodná veličina a vlastnostmi náhodné veličiny.

Budeme přitom vycházet z videopřednášek v Moodlu, které připravila přednášej́ıćı dr. Šimsová

- tzn. že byste tato videa měli mı́t shlédnuta, než začnete č́ıst tento text. Po prostudováńı

kapitoly byste měli být schopni:

• rozumět pojmu náhodná veličina,

• při zadáńı konkrétńıho př́ıkladu náhodné veličiny určit jej́ı výběrový prostor,

• rozlǐsovat diskrétńı náhodnou veličinu a spojitou náhodnou veličinu,

• rozumět pojmu pravděpodobnostńı funkce diskrétńı náhodné veličiny,

• rozumět pojmu distribučńı funkce náhodné veličiny,

• rozumět pojmu rozděleńı pravděpodobnosti diskrétńı náhodné veličiny,

• pracovat s charakteristikami diskrétńı náhodné veličiny, mezi které patř́ı zejména:

– prvńı obecný moment, tedy středńı hodnota náhodné veličiny,

– druhý obecný moment náhodné veličiny,

– druhý centrovaný moment, neboli rozptyl náhodné veličiny,

– směrodatná odchylka náhodné veličiny,

– modálńı hodnota, neboli modus náhodné veličiny,

– p% kvantil náhodné veličiny,

• pracovat s pojmem náhodná veličina s alternativńım rozděleńım pravděpodobnosti,

• pracovat s pojmem náhodná veličina s binomickým rozděleńım pravděpodobnosti,

• pracovat s pojmem náhodná veličina s Poissonovým rozděleńım pravděpodobnosti,

• pracovat s pojmem náhodná veličina s hypergeometrickým rozděleńım pravděpodobnosti.
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1.1 Náhodná veličina, pravděpodobnostńı funkce

V ńıže uvedeném př́ıkladu představ́ıme pojmy náhodná veličina, výběrový prostor náhodné

veličiny a pravděpodobnostńı funkce (též funkce pravděpodobnosti) náhodné veličiny.

1.1. Studenti skládaj́ı ṕısemku sestávaj́ıćı ze tř́ı úloh. Za každou z nich mohou źıskat až dva

body. Celkem tedy mohou při ṕısemce źıskat nejvýše šest bod̊u. Vı́me, že jeden student źıskal

0 bod̊u, dva źıskali 1 bod, 4 studenti źıskali 2 body, šest student̊u 3 body, čtyři studenti 4 body,

dva studenti 5 bod̊u a jeden student 6 bod̊u. Náhodným pokusem je náhodný výběr jedné

ṕısemky. Označme symbolem X počet bod̊u, které má tato vybraná ṕısemka. Jaké hodnoty X
můžeme očekávat a jaké jsou jejich pravděpodobnosti?

Řešeńı: Ze zadáńı plyne, že veličina X nabývá hodnoty pouze z množinyM = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Může tedy být X = 0, resp. X = 1, . . . , X = 6.

Vypočteme pravděpodobnost, že náhodně vybraná ṕısemka je ohodnocena nula body. Mate-

maticky tuto situaci vyjádř́ıme zápisem P (X = 0). Tedy symbol P (X = 0) znamená pravděpo-

dobnost jevu, že X bude rovno nule. Podobně, symbol P (X = 1) znamená pravděpodobnost, že

X bude rovno jedné; tedy pravděpodobnost, že při náhodném výběru jedné ṕısemky vytáhneme

tu s jedńım bodem.

Pro výpočet pravděpodobnosti uvedeme hodnoty ze zadáńı do přehledné tabulky, viz Ta-

bulka 1.1. Z tabulky snadno vyčteme, že student̊u je celkem 20. Ṕısemku s nulou bod̊u napsal

počet bod̊u z ṕısemky 0 1 2 3 4 5 6 celkem

počet žák̊u s daným počtem bod̊u 1 2 4 6 4 2 1 20

Tabulka 1.1: Počty student̊u s daným počtem bod̊u z ṕısemné práce

jeden z nich, proto pravděpodobnost výběru ṕısemky s nulou bod̊u je rovna

P (X = 0) =
1

20
= 0, 05.

Podobným zp̊usobem urč́ıme, že (viz ostatńı hodnoty v Tabulce 1.1)

P (X = 1) =
2

20
= 0.10, P (X = 2) =

4

20
= 0.20, P (X = 3) =

6

20
= 0.30,

P (X = 4) =
4

20
= 0.20, P (X = 5) =

2

20
= 0.10, , P (X = 6) =

1

20
= 0.05.

Dále tedy v této úloze budeme použ́ıvat symbol X pro označeńı veličiny znamenaj́ıćı počet

bod̊u z ṕısemné práce, symbol x pro konkrétńı hodnotu této veličiny a označeńı P (X = x) = p

bude znamenat, že pravděpodobnost že veličina X je rovna konkrétńımu č́ıslu x, má hodnotu p.

Nalezené výsledky jsou shrnuty v Tabulce 1.2.

x 0 1 2 3 4 5 6 Σ

P (X = x) 0.05 0.10 0.20 0.30 0.20 0.10 0.05 1

Tabulka 1.2: Pravděpodobnosti konkrétńıch hodnot veličiny X

Přestože jsme v př́ıkladu poč́ıtali pravděpodobnosti výskytu jednotlivých situaćı, podstata

úlohy spoč́ıvá v něčem jiném - v zavedeńı a osvojeńı si názvoslov́ı a symboliky použ́ıvané v sou-

vislosti s náhodnou veličinou. Zde symbol:
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• X . . . vyjadřuje označeńı konkrétńı náhodné veličiny (v daľśım textu budeme k označeńı

náhodné veličiny použ́ıvat právě tento font ṕısma),

• x . . . znamená konkrétńı hodnotu veličiny X, kterou jsme obdrželi při realizaci konkrétńıho

náhodného pokusu,

• P (X = x) . . . uvád́ı hodnotu pravděpodobnosti, že náhodná veličina X při konkrétńı rea-

lizaci náhodného pokusu nabude hodnotu x.

Úlohy k samostatnému procvičeńı

V následuj́ıćıch úlohách určete množinu M možných hodnot náhodné veličiny X a pokud je to

ze zadáńı možné, vypočtěte hodnoty pravděpodobnostńı funkce pro jednotlivé hodnoty x.

1.2. Náhodným pokusem je hod dvěma hraćımi kostkami. Náhodná veličina X má hodnotu

jedna, pokud na obou kostkách padla stejná č́ısla, a hodnotu nula, pokud padla r̊uzná č́ısla.

1.3. Náhodným pokusem je hod dvěma hraćımi kostkami. Náhodnou veličinou X je počet

sudých č́ısel, která při jednom hodu padnou.

1.4. Náhodným pokusem je hod dvěma hraćımi kostkami. Náhodnou veličinou X je součet č́ısel,

která při jednom hodu padnou.

Všimněte si, že ve všech třech předchoźıch úlohách byla náhodným pokusem stále stejná

situace a pokaždé jsme dokázali náhodnou veličinu definovat r̊uzným zp̊usobem. Ve všech těchto

př́ıkladech byste měli být schopni určit pravděpodobnostńı funkci.

1.5. Náhodným pokusem je př́ıchod na autobusovou zastávku a čekáńı na př́ıjezd autobusu,

který jezd́ı v pravidelných intervalech po 20 minutách . Náhodnou veličinou X je doba, po kterou

muśıme čekat, než přijede autobus, na který čekáme.

1.6. Náhodným pokusem je př́ıchod na autobusovou zastávku a čekáńı na př́ıjezd autobusu.

Náhodnou veličinou X je počet autobus̊u jiných linek, které zastavily na zastávce do př́ıjezdu

”
našeho“ busu.

1.7. Náhodným pokusem je přej́ımka zbož́ı. Náhodnou veličinou X je počet vadných kus̊u

v zásilce.

1.8. Náhodným pokusem je přej́ımka zbož́ı. Náhodnou veličinou X je celková hmotnost zásilky.

V předchoźıch úlohách se opět některé náhodné pokusy opakovaly a byli jsme schopni k nim

stanovit r̊uzné náhodné veličiny. V posledńıch čtyřech př́ıkladech máme málo informaćı k tomu,

abychom určili pravděpodobnostńı funkci. Všimněte si, že v Př́ıkladech 1.5 a 1.8 množina M

všech možných hodnot x veličiny X odpov́ıdala intervalu reálných č́ısel, ve zbylých př́ıpadech

se množina M dala určit výčtem hodnot.

Definice 1.1.1. Mějme dán nějaký náhodný pokus a s ńım spojený prostor všech elementárńıch

jev̊u Ω. Vytvořme rozklad množiny Ω, tj. úplný systém náhodných jev̊u A1, A2, A3, . . . , An
tak, aby každému náhodnému jevu A1, A2, A3, . . . , An bylo možné přǐradit jistou č́ıselnou hod-

notu. T́ımto přǐrazeńım č́ısla jednotlivým jev̊um jsme vytvořili tzv. náhodnou veličinu. Náhodná

veličina je zobrazeńı podmnožin z daného rozkladu množiny Ω na množinu reálných č́ısel.
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K ilustraci Definice 1.1.1 si ukažme toto zobrazeńı v př́ıpadě náhodné veličiny z Př́ıkladu 1.2.

Množinu Ω zde tvoř́ı všechny dvojice možných výsledk̊u hodu dvěma kostkami. Bod na pozici

[2, 3] představuje ten výsledek náhodného pokusu, při kterém na prvńı kostce padla dvojka a

Obrázek 1.1: Rozklad množiny Ω na úplný systém náhodných jev̊u v Př́ıkladu 1.2

na druhé kostce trojka. Ze zadáńı je zřejmé, že prostor všech elementárńıch jev̊u tvoř́ı celkem

36 prvk̊u: Ω = {[1, 1], [1, 2], [1, 3], . . . [6, 5], [6, 6]}, kde ve výrazu [x, y] symbol x znamená č́ıslo

padlé na prvńı kostce, y znamená č́ıslo padlé na druhé kostce. Množina Ω se nám rozpadne na

dvě podmnožiny.

V prvńı (na Obrázku 1.1 jsou body (sṕı̌se punt́ıky, ale to nechme stranou) reprezentuj́ıćı

tuto podmnožinu vyznačeny červeným podbarveńım a samotné body maj́ı červenou barvu) se

nacházej́ı prvky symbolizuj́ıćı př́ıpady, kdy na obou kostkách padla stejná č́ısla:

[1, 1], [2, 2], [3, 3], [4, 4], [5, 5], [6, 6],

pro které je X = 1. Zbývaj́ıćı body představuj́ı př́ıpady, kdy na prvńı kostce padlo jiné č́ıslo

než na druhé kostce. Ty maj́ı modré podbarveńı a body jsou na obrázku vyznačeny modrou

barvou. Pro tyto modré body je X = 0.

Volně řečeno – množina Ω se nám rozpadla na dvě části – modrou a červenou – kde modré

přǐrazujeme hodnotu X = 0 a červené části přǐrazujeme hodnotu X = 1. Tolik tedy ke smyslu

Definice 1.1.1.

1.1.1 Děleńı na diskrétńı a spojitou náhodnou veličinu

V následuj́ıćı části občas použijeme slovńı spojeńı spočetná množina. O množině můžeme ř́ıci,

že je spočetná, pokud lze prvk̊um této množiny přǐradit přirozená č́ısla tak, aby každý pr-

vek množiny měl přǐrazeno přirozené č́ıslo a žádné přirozené č́ıslo se přitom nepoužilo v́ıce

než jednou. V podstatě jde o to, že spočetná množina je taková množina, ve které můžeme

stanovit pořad́ı jej́ıch prvk̊u - toto je prvńı prvek množiny, druhý prvek množiny, třet́ı prvek

množiny, . . . Taková množina může mı́t nekonečně mnoho prvk̊u - stejně jako množina všech

přirozených č́ısel. Př́ıkladem spočetných množin jsou např. množina všech sudých č́ısel, množina
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všech prvoč́ısel atd. Na druhou stranu – ne každá množina s nekonečně mnoha prvky je spočetná.

Např́ıklad jakýkoli neprázdný interval reálných č́ısel je nespočetná množina.

Náhodné veličiny můžeme dle charakteru jejich hodnot dělit dva základńı typy:

• diskrétńı náhodná veličina (množina M je dána výčtem hodnot),

• spojitá náhodná veličina (množina M odpov́ıdá intervalu reálných č́ısel).

Definice 1.1.2. Diskrétńı náhodná veličina nabývá hodnoty pouze z konečné nebo spočetné

množiny.

Př́ıklady diskrétńı náhodné veličiny:

• č́ıslo padlé při hodu kostkou . . .M = {1, 2, 3, 4, 5, 6},

• počet zmetk̊u vyrobených na výrobńı lince za jednu hodinu . . .M = {0, 1, 2, 3, . . .},

• počet prodaných novin ve stánku za jeden den . . .M = {0, 1, 2, 3, 4, . . .},

• počet bod̊u z ṕısemky ze statistiky u náhodně vybraného studenta . . .M = {0, 1, . . . , 15}.

Definice 1.1.3. Spojitá náhodná veličina nabývá libovolnou hodnotu z konečného nebo ne-

konečného intervalu reálných č́ısel.

Př́ıklady spojité náhodné veličiny:

• doba čekáńı na obsluhu . . .M = 〈0, T 〉 (kde T je konstanta závislá na rychlosti obsluhy,

resp. mı́̌re naš́ı trpělivosti),

• rozměr náhodně vybrané součástky,

• výdrž baterie od posledńıho nabit́ı,

• hmotnost náhodně vybraného člověka.

Úlohy k samostatnému procvičeńı

1.9. Vrat’te se k Př́ıkladu 1.2 až Př́ıkladu 1.8 a rozhodněte, zda náhodné veličiny uvedené

v těchto př́ıkladech jsou diskrétńı či spojité náhodné veličiny.

1.10. Náhodným pokusem je prodej jahod balených v koš́ıku. Náhodnou veličinou X je hmot-

nost jahod v jednom prodaném koš́ıku. Rozhodněte o typu (diskrétńı × spojitá) náhodné

veličiny.

1.11. Náhodným pokusem je prodej jahod balených v koš́ıku. Náhodnou veličinou X je množstv́ı

jahod v jednom prodaném koš́ıku. Rozhodněte o typu náhodné veličiny.

1.12. Náhodným pokusem je prodej a nákup akcíı na burze. Náhodnou veličinou X je cena

jedné akcie konkrétńı firmy na konci obchodńıho dne. Rozhodněte o typu náhodné veličiny.
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1.1.2 Zákon rozděleńı pravděpodobnosti diskrétńı náhodné veličiny

V této kapitole se vrát́ıme k př́ıkladu, který použila dr. Šimsová ve videopřednášce a budeme

demonstrovat zákon rozděleńı pravděpodobnosti diskrétńı náhodné veličiny.

Již v́ıme, že jevy, které tvoř́ı rozklad množiny Ω, jsou navzájem neslučitelné. Pro pravděpo-

dobnost jejich sjednoceńı plat́ı

P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) = P (A1) + P (A2) + . . .+ P (An).

Sjednoceńı všech jev̊u, které tvoř́ı rozklad množiny Ω, je rovno př́ımo množině Ω a v́ıme, že

P (Ω) = 1 (jedná se o jistý jev).

Věta 1.1.4. Zákon rozděleńı pravděpodobnosti diskrétńı náhodné veličiny X ř́ıká∑
i∈I

P (Ai) =
∑
xi∈M

P (X = xi) = 1. (1.1)

1.13. Náhodným pokusem je hod dvěma kostkami. Náhodnou veličinou X je počet šestek,

které při hodu padly. Určeme možné hodnoty náhodné veličiny X a pravděpodobnostńı funkci

náhodné veličiny X. Ověřme zákon rozděleńı pravděpodobnosti diskrétńı náhodné veličiny.

Řešeńı: Množinu Ω nyńı znázorńıme daľśım možným zp̊usobem – jako uspořádané dvojice č́ısel

v Tabulce 1.3, kde prvńı hodnota ř́ıká jaké č́ıslo padlo na prvńı kostce a druhá hodnota uvád́ı

jaké č́ıslo padlo na druhé kostce. Množina Ω se nyńı rozpadla na tři části, které jsme barevně

1, 1 1, 2 1, 3 1, 4 1, 5 1, 6

2, 1 2, 2 2, 3 2, 4 2, 5 2, 6

3, 1 3, 2 3, 3 3, 4 3, 5 3, 6

4, 1 4, 2 4, 3 4, 4 4, 5 4, 6

5, 1 5, 2 5, 3 5, 4 5, 5 5, 6

6, 1 6, 2 6, 3 6, 4 6, 5 6, 6

Tabulka 1.3: Zobrazeńı výsledk̊u hodu dvěma kostkami

zvýraznili. Červeným ṕısmem jsou vyznačeny ty př́ıpady, kdy je X = 0, zeleným ṕısmem jsou

vyznačeny ty př́ıpady, kdy je X = 1 a modrým ṕısmem je vyznačen př́ıpad X = 2. Množina

M možných hodnot náhodné veličiny má tři prvky a plat́ı M = {0, 1, 2}. Vzhledem k počtu

jednotlivých př́ıpad̊u v Tabulce 1.3 snadno odvod́ıme následuj́ıćı pravděpodobnosti.

A1 . . . nehozena ani jedna šestka . . . X = 0 . . . P (X = 0) = 25/36

A2 . . . hozena jedna šestka . . . X = 1 . . . P (X = 1) = 10/36

A3 . . . hozeny dvě šestky . . . X = 2 . . . P (X = 2) = 1/36

Nyńı ověř́ıme, zda plat́ı zákon rozděleńı pravděpodobnosti (což je nadsázka – v́ıme, že plat́ı).

Je ∑
xi∈M

P (X = xi) = P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2) =
25

36
+

10

36
+

1

36
=

36

36
= 1.

Rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny můžeme znázornit graficky, viz Obrázek 1.2.

Na vodorovné ose lež́ı hodnoty x, na svislé ose nanáš́ıme pravděpodobnosti jednotlivých hod-

not x. Zde je 25
36

.
= 0.69, 10

36
.
= 0.28 a 1

36
.
= 0.03. Vzhledem k tomu, že š́ı̌rka jednotlivých sloupc̊u

je rovna jedné, je součet obsah̊u vyznačených obdélńık̊u roven jedné.
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Obrázek 1.2: Rozděleńı pravděpodobnosti mezi jednotlivé hodnoty náhodné veličiny X

1.2 Charakteristiky náhodné veličiny

1.2.1 Modus (modálńı hodnota) náhodné veličiny

Definice 1.2.1. Nejpravděpodobněǰśı hodnotu náhodné veličiny X nazýváme modus náhodné

veličiny X. Je to hodnota x náhodné veličiny X, která má nejvyšš́ı pravděpodobnost, že nastane.

1.14. Urč́ıme modus náhodné veličiny uvedené v Př́ıkladu 1.13.

Řešeńı: K určeńı modálńı hodnoty potřebujeme znát pravděpodobnosti jednotlivých hodnot

náhodné veličiny. Tyto urč́ıme z pravděpodobnostńı funkce P (X = x), krátce P (x). Vı́me, že

plat́ı

P (X = x) = P (x) =



25

36
. . . x = 0,

10

36
. . . x = 1,

1

36
. . . x = 2,

0 . . . pro zbývaj́ıćı hodnoty x.

Porovnáńım hodnot pravděpodobnost́ı vid́ıme, že nejvyšš́ı pravděpodobnost nastává pro x = 0,

proto je modálńı hodnotou náhodné veličiny č́ıslo nula, tj. x̂ = 0 .

Úlohy k samostatnému řešeńı

1.15. Vypočtěte modálńı hodnotu pro náhodnou veličinu uvedenou v Př́ıkladu 1.2 na straně 3.

1.16. Vypočtěte modálńı hodnotu pro náhodnou veličinu uvedenou v Př́ıkladu 1.3 na straně 3.

1.17. Vypočtěte modálńı hodnotu pro náhodnou veličinu uvedenou v Př́ıkladu 1.4 na straně 3.

1.2.2 Distribučńı funkce náhodné veličiny

Definice 1.2.2. Distribučńı funkce F (x) náhodné veličiny X uvád́ı, jaká je pravděpodobnost,

že náhodná veličina X nabude hodnotu nejvýše x, tj.

F (x) = P (X ≤ x).
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1.18. Nalezneme předpis distribučńı funkce pro náhodnou veličinu z Př́ıkladu 1.13.

Řešeńı: Použijeme výsledky dané úlohy. Vı́me, že pravděpodobnost je nenulová pouze v hod-

notách x = 0, x = 1 a x = 2. To znamená, že např́ıklad v př́ıpadu F (1, 4) = P (X ≤ 1, 4)

můžeme započ́ıtat pouze ty hodnoty x ≤ 1, 4, které maj́ı nenulovou pravděpodobnost. To jsou

hodnoty x = 0 a x = 1. Proto

F (1, 4) = P (X ≤ 1, 4) = P (X = 0) + P (X = 1) =
25

36
+

10

36
=

35

36
.

Mezi významné hodnoty distribučńı funkce patř́ı následuj́ıćı př́ıklady.

F (x) = P (X ≤ x)

F (0) = P (X ≤ 0) = P (0) =
25

36

F (1) = P (X ≤ 1) = P (0) + P (1) =
25

36
+

10

36
=

35

36

F (2) = P (X ≤ 2) = P (0) + P (1) + P (2) =
25

36
+

10

36
+

1

36
=

36

36
= 1

S uvážeńım výše uvedených poznámek dostáváme pro zadanou náhodnou veličinu X následuj́ıćı

předpis distribučńı funkce F (x).

F (x) =



0 . . . x < 0

25

36
. . . 0 ≤ x < 1

35

36
. . . 1 ≤ x < 2

1 . . . 2 ≤ x

Úlohy k samostatnému řešeńı

1.19. Určete předpis distribučńı funkce pro náhodnou veličinu uvedenou v Př́ıkladu 1.2 na

straně 3.

1.20. Určete předpis distribučńı funkce pro náhodnou veličinu uvedenou v Př́ıkladu 1.3 na

straně 3.

1.21. Určete předpis distribučńı funkce pro náhodnou veličinu uvedenou v Př́ıkladu 1.4 na

straně 3.

Následuj́ıćı úlohy jsou věnovány použit́ı distribučńı funkce diskrétńı náhodné veličiny při

řešeńı slovńıch úloh.

1.22. Náhodným pokusem je výběr osoby v určité oblasti. Náhodná veličina X představuje

počet sourozenc̊u této vybrané osoby. Pravděpodobnostńı rozděleńı X je uvedeno v Tabulce 1.4.

Určete předpis distribučńı funkce této náhodné veličiny a vypočtěte pravděpodobnost, že počet

sourozenc̊u náhodně vybrané osoby je:

a) menš́ı než 3,

8



x 0 1 2 3 4 Σ

P (X = x) 0.34 0.46 0.10 0.07 0.03 1

Tabulka 1.4: Rozděleńı pravděpodobnost́ı k Př́ıkladu 1.22

b) nejvýše roven 3,

c) alespoň 3,

d) větš́ı než 1 a menš́ı než 4.

Řešeńı: Ze zadáńı př́ıkladu plyne, že distribučńı funkce bude své hodnoty měnit pouze pro

x = 0, x = 1, x = 2, x = 3 a x = 4, v ostatńıch hodnotách x je pravděpodobnost rovna nule.

Proto např́ıklad

F (2, 7) = P (X ≤ 2, 7) = P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2) = 0, 34 + 0, 46 + 0, 10 = 0, 90.

Pro předpis F (x) tak plat́ı:

F (x) =



0 . . . x < 0

0.34 . . . 0 ≤ x < 1

0.80 . . . 1 ≤ x < 2

0.90 . . . 2 ≤ x < 3 . . . a proto F (2, 7) = 0, 90

0.97 . . . 3 ≤ x < 4

1 . . . 4 ≤ x

Dále se budeme věnovat podúlohám a) až d).

a) Pravděpodobnost, že počet sourozenc̊u X náhodně vybrané osoby je menš́ı než 3 znamená

P (X < 3) = P (0) + P (1) + P (2) = 0, 34 + 0, 46 + 0, 10 = 0, 90.

b) Pro pravděpodobnost, že počet sourozenc̊u X je nejvýše roven 3, plat́ı následuj́ıćı rovnosti

P (X ≤ 3) = P (0) + P (1) + P (2) + P (3) = 0, 34 + 0, 46 + 0, 10 + 0, 07 = 0, 97.

c) Pro pravděpodobnost, že počet sourozenc̊u X je roven alespoň 3, plat́ı následuj́ıćı rovnosti

P (X ≥ 3) = P (3) + P (4) = 0, 07 + 0, 03 = 0, 10.

d) Pro pravděpodobnost, že počet sourozenc̊u X je větš́ı než 1 a současně menš́ı než 4, plat́ı

P (1 < X < 4) = P (2) + P (3) = 0, 10 + 0, 07 = 0, 17.

1.23. Zjistěte, zda funkce P (x) může být pravděpodobnostńı funkćı náhodné veličiny X, kde

a) P (x) = 1/4 pro x = 0, 1, 2, 3,

b) P (x) = 1/3 pro x = 0, 1, 2, 3,

c) P (x) = x/4 pro x = 0, 1, 3,

d) P (x) = (x− 5)/10 pro x = 0, 5, 10, 15,
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e) P (x) = x2/10 pro x = −1, 0, 3.

Řešeńı: Při hledáńı odpověd́ı si muśıme uvědomit, jaké podmı́nky muśı splňovat funkce, aby

mohla být pravděpodobnostńı funkćı náhodné veličiny.

• Pravděpodobnosti všech hodnot veličiny X muśı ležet v rozmeźı od nuly (včetně) do jedné

(včetně), tj. 0 ≤ P (x) ≤ 1 – viz definice pojmu pravděpodobnost.

• Součet pravděpodobnost́ı všech hodnot muśı být roven jedné – viz zákon rozděleńı pravdě-

podobnost́ı náhodné veličiny. Zde stač́ı seč́ıst pouze pravděpodobnosti, které jsou nenulové

– ty nulové do součtu nič́ım nepřispěj́ı.

V daľśıch kroćıch proto budeme ověřovat tyto podmı́nky a pokud je předpis funkce takový,

že s těmito podmı́nkami neńı v rozporu, budeme jej považovat za možnou pravděpodobnostńı

funkci.

a) Předpis funkce lze
”
přeložit do češtiny“ t́ımto zp̊usobem. Možné hodnoty náhodné veličiny

jsou pouze č́ısla x = 0, x = 1, x = 2 a x = 3 a pravděpodobnost každé této hodnoty je

rovna 1
4 . Pravděpodobnosti pro ostatńı hodnoty x jsou rovny nule. Prvńı podmı́nka je

splněna. Pro ověřeńı druhé podmı́nky sečteme všechny nenulové pravděpodobnosti. Je

P (0) + P (1) + P (2) + P (3) = 1
4 + 1

4 + 1
4 + 1

4 = 1. Druhá podmı́nka je také splněna a

uvedená funkce může být pravděpodobnostńı funkćı.

b) Nyńı jsou možné hodnoty náhodné veličiny opět pouze č́ısla x = 0, x = 1, x = 2 a x = 3 a

pravděpodobnost každé této hodnoty je rovna 1
3 , v ostatńıch př́ıpadech je pravděpodobnost

rovna nule. Prvńı podmı́nka je splněna – hodnoty pravděpodobnost́ı jsou v rozměźı od

nuly do jedné. Druhou podmı́nku ověř́ıme sečteńım nenulových pravděpodobnost́ı. Je∑
x∈M

P (x) = P (0) + P (1) + P (2) + P (3) =
1

3
+

1

3
+

1

3
+

1

3
=

4

3
6= 1.

Součet pravděpodobnost́ı vyšel vyšš́ı než jedna, druhá podmı́nka je porušena, a funkce

proto nemůže být pravděpodobnostńı funkćı náhodné veličiny.

c) Nyńı jsou možné hodnoty náhodné veličiny pouze č́ısla x = 0, x = 1 a x = 3. Prav-

děpodobnost každé této hodnoty záviśı na hodnotě x podle vzorce P (x) = x
4 . Proto je

P (0) = 0
4 = 0, P (1) = 1

4 a P (3) = 3
4 , v ostatńıch př́ıpadech je pravděpodobnost rovna

nule (a pro x = 0 vlastně také). Prvńı podmı́nka je splněna – pravděpodobnosti všech

hodnot x lež́ı v rozmeźı od nuly do jedné. K ověřeńı druhé podmı́nky sečteme nenulové

pravděpodobnosti. Je ∑
x∈M

P (x) = P (1) + P (3) =
1

4
+

3

4
= 1.

Druhá podmı́nka je také splněna, funkce může být pravděpodobnostńı funkćı náhodné

veličiny.

d) Možné hodnoty náhodné veličiny jsou č́ısla x = 0, x = 5, x = 10 a x = 15. Pravděpodobnost

každé této hodnoty záviśı na hodnotě x podle vzorce P (x) = x−5
10 . Proto je P (0) = 0−5

10 =
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−1
2 , P (5) = 5−5

10 = 0, P (10) = 10−5
10 = 1

2 a P (15) = 15−5
10 = 1, v ostatńıch př́ıpadech (a

pro x = 5) je pravděpodobnost rovna nule. Pravděpodobnost hodnoty x = 0 nám vyšla

záporná, je P (0) = −1
2 , proto prvńı podmı́nka neńı splněna a funkce nemůže být funkćı

pravděpodobnosti. Toto plat́ı dokonce přesto, že součet pravděpodobnost́ı je roven jedné,

viz ∑
x∈M

P (x) = P (0) + P (10) + P (15) =
−5

10
+

5

10
+

10

10
=

10

10
= 1.

Funkce proto neńı pravděpodobnostńı funkćı.

e) Možné hodnoty náhodné veličiny jsou č́ısla x = −1, x = 0 a x = 3. To, že jedna z

hodnot je záporná, nevad́ı – problémem by bylo, kdyby jej́ı pravděpodobnost vycházela

záporná. Dosazeńım do vzorce pro pravděpodobnost dostaneme P (−1) = (−1)2
10 = 1

10 ,

P (0) = 02

10 = 0 a P (3) = 32

10 = 9
10 ; pravděpodobnosti zbývaj́ıćıch hodnot jsou rovny nule.

Pravděpodobnosti všech hodnot jsou v rozmeźı od nuly do jedné, proto je prvńı podmı́nka

splněna. Druhou podmı́nku ověř́ıme součtem nenulových pravděpodobnost́ı. Je∑
x∈M

P (x) = P (−1) + P (3) =
1

10
+

9

10
= 1.

Součet pravděpodobnost́ı je roven jedné, druhá podmı́nka je splněna a funkce může být

pravděpodobnostńı funkćı náhodné veličiny.

1.2.3 Momentové charakteristiky náhodné veličiny

V této části si připomeneme a procvič́ıme pojmy obecný moment k-tého řádu a centrovaný

moment k-tého řádu (viz videopřednáška dr. Šimsové Diskrétńı náhodná veličina 2 od času cca

5:22).

Definice 1.2.3. Pro diskrétńı náhodnou veličinu X s možnými hodnotami x1, x2, . . . , xn a

jejich pravděpodobnostmi pi = P (xi) = P (X = xi) definujeme k-tý obecný moment vztahem

mk
0 =

∑
xi∈M

xki · P (xi).

Velmi použ́ıvaným obecným momentem je prvńı obecný moment, kterému častěji ř́ıkáme

středńı hodnota a mı́sto označeńı m1
0 použ́ıváme k jeho označeńı symbol µ. Setkat se také

můžeme s označeńım E(X) a názvem očekávaná hodnota (z anglického výrazu expected value),

viz následuj́ıćı definice.

Definice 1.2.4. Pro diskrétńı náhodnou veličinu X s možnými hodnotami x1, x2, . . . , xn a

jejich pravděpodobnostmi pi = P (xi) = P (X = xi) definujeme středńı hodnotu E(X) vztahem

E(X) = µ =
∑
xi∈M

xi · P (xi). (1.2)

Středńı hodnotu náhodné veličiny X lze chápat jako teoretickou hodnotu, která předpov́ıdá

pr̊uměr z realizaćı náhodné veličiny při dostatečně vysokém počtu opakováńı př́ıslušného ná-

hodného pokusu – v tom smyslu, že č́ım v́ıce pokus̊u proběhlo, t́ım v́ıce se pr̊uměr z realizaćı

náhodné veličiny bĺıž́ı středńı hodnotě této veličiny. Tuto poznámku upřesńıme po výkladu tzv.

limitńıch vět a jejich souvislost́ı v některé z následuj́ıćıch přednášek.
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1.24. Náhodným pokusem je hod spravedlivou kostkou. Náhodnou veličinou X je č́ıslo, které

na kostce padlo při tomto hodu. Vypočtěte středńı hodnotu náhodné veličiny X.

Řešeńı: Možné hodnoty X jsou č́ısla padlá na kostce, je tedy množina všech hodnot náhodné

veličiny X rovna M = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Předpokládáme, že kostka je spravedlivá, tj. všechny

hodnoty padaj́ı se stejnou pravděpodobnost́ı, a plat́ı

P (1) = P (2) = P (3) = P (4) = P (5) = P (6) =
1

6
.

Dosazeńım do vzorce (1.2) dostaneme

E(X) = µ =
∑
xi∈M

xi · P (xi) = x1 · P (x1) + x2 · P (x2) + . . .+ x6 · P (x6)

= 1 · 1

6
+ 2 · 1

6
+ 3 · 1

6
+ 4 · 1

6
+ 5 · 1

6
+ 6 · 1

6

=
1

6
+

2

6
+

3

6
+

4

6
+

5

6
+

6

6

=
21

6
=

7

2
= 3, 5.

Středńı hodnota vyšla µ = 3, 5, což je v souladu s naš́ım očekáváńım. Při dostatečném počtu opa-

kováńı hod̊u totiž můžeme očekávat přibližně stejný počet jedniček, dvojek, trojek, . . . , šestek

a pr̊uměr z těchto hodnot bude bĺızký č́ıslu 3,5 (vypočtěte si pr̊uměr z hodnot 1, 2, 3, 4, 5, 6).

Podobně jako pro prvńı obecný moment náhodné veličiny máme speciálńı označeńı i pro

druhý obecný moment náhodné veličiny, viz definice .

Definice 1.2.5. Pro diskrétńı náhodnou veličinu X s možnými hodnotami x1, x2, . . . , xn a

jejich pravděpodobnostmi pi = P (xi) = P (X = xi) definujeme druhý obecný moment E(X2)

vztahem

E(X2) =
∑

x2i · P (xi). (1.3)

Kromě obecných moment̊u pracujeme i s tzv. centrovanými momenty náhodné veličiny.

Připomeneme obecnou definici centrovaného momentu k-tého řádu a pak se budeme věnovat

nejd̊uležitěǰśımu z centrovaných moment̊u – centrovanému momentu druhého řádu – tzv. roz-

ptylu, pro který použ́ıváme označeńı D(X) nebo σ2.

Definice 1.2.6. Pro diskrétńı náhodnou veličinu X s možnými hodnotami x1, x2, . . . , xn a

jejich pravděpodobnosti pi = P (xi) = P (X = xi) definujeme k-tý centrovaný moment vztahem

mk
c =

∑
xi∈M

[
xi − E(X)

]k · P (xi) = E
([

X− E(X)
]k)

. (1.4)

Z Definice 1.2.6 plyne, že při výpočtu centrovaných moment̊u již muśıme znát středńı hod-

notu E(X). Každou hodnotu x pak sńıž́ıme o hodnotu E(X), tento rozd́ıl umocńıme na k-tou

mocninu, tuto mocninu vynásob́ıme pravděpodobnost́ı hodnoty x. Tyto operace provedeme

se všemi hodnotami x a výsledky sečteme. Konkrétńı zp̊usob výpočtu si ukážeme na př́ıpadě

druhého centrovaného momentu – rozptylu.
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Definice 1.2.7. Pro diskrétńı náhodnou veličinu X s možnými hodnotami x1, x2, . . . , xn a

jejich pravděpodobnosti pi = P (xi) = P (X = xi) definujeme rozptyl D(X), resp. σ2 vztahem

m2
c = D(X) = σ2 =

∑
xi∈M

[
xi − E(X)

]2 · P (xi) = E
([

X− E(X)
]2)

. (1.5)

1.25. Náhodným pokusem je hod spravedlivou kostkou. Náhodnou veličinou X je č́ıslo, které

na kostce padlo při tomto hodu. Vypočtěte rozptyl zadané náhodné veličiny.

Řešeńı: Navážeme na řešeńı Př́ıkladu 1.24, ve kterém jsme pro tuto náhodnou veličinu vypoč́ıtali

středńı hodnotu E(X) = 3, 5. Ve vzorci (1.5) tak mı́sto výrazu E(X) můžeme uvažovat hodnotu

3, 5. T́ım dostaneme

D(X) = σ2 =
∑
xi∈M

[
xi − E(X)

]2 · P (xi)

=
∑
xi∈M

[
xi − 3, 5)

]2 · P (xi)

= (1− 3, 5)2 · 1

6
+ (2− 3, 5)2 · 1

6
+ (3− 3, 5)2 · 1

6
+ (4− 3, 5)2 · 1

6
+

+ (5− 3, 5)2 · 1

6
+ (6− 3, 5)2 · 1

6

= (−2, 5)2 · 1

6
+ (−1, 5)2 · 1

6
+ (−0, 5)2 · 1

6
+ (0, 5)2 · 1

6
+ (1, 5)2 · 1

6
+ (2, 5)2 · 1

6

= 6, 25 · 1

6
+ 2, 25 · 1

6
+ 0, 25 · 1

6
+ 0, 25 · 1

6
+ 2, 25 · 1

6
+ 6, 25 · 1

6

=
6, 25

6
+

2, 25

6
+

0, 25

6
+

0, 25

6
+

2, 25

6
+

6, 25

6
=

17, 5

6
=

35

12
= 2, 916

.
= 2, 92.

Výpočet rozptylu lze zjednodušit použit́ım následuj́ıćı věty.

Věta 1.2.8. Pro diskrétńı náhodnou veličinu X se středńı hodnotou E(X) a druhým obecným

momentem E(X2) lze rozptyl D(X) vypoč́ıtat pomoćı vztahu

D(X) = σ2 = E(X2)− [E(X)]2. (1.6)

Použit́ı Věty 1.2.8 si ukážeme novým výpočtem rozptylu náhodné veličiny ze zadáńı z

Př́ıkladu 1.25.

1.26. Náhodným pokusem je hod spravedlivou kostkou. Náhodnou veličinou X je č́ıslo, které na

kostce padlo při tomto hodu. Vypočtěte rozptyl zadané náhodné veličiny pomoćı vzorce (1.6).

Řešeńı: Již v́ıme, že zadaná náhodná veličina má středńı hodnotu E(X) = 3, 5. Pro dosazeńı do

vzorce (1.6) budeme potřebovat druhý obecný moment. Podle vzorce (1.3) plat́ı

E(X2) =
∑
xi∈M

x2i · P (xi)

= x21 · P (x1) + x22 · P (x2) + x23 · P (x3) + x24 · P (x4) + x25 · P (x5) + x26 · P (x6)

= 12 · 1

6
+ 22 · 1

6
+ 32 · 1

6
+ 42 · 1

6
+ 52 · 1

6
+ 62 · 1

6

=
1

6
+

4

6
+

9

6
+

16

6
+

25

6
+

36

6
=

91

6
.
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Nyńı již v́ıme, že E(X) = 3, 5 = 7
2 = 21

6 a E(X2) = 91
6 a můžeme dosadit do vzorce (1.6).

D(X) = σ2 = E(X2)− [E(X)]2 =
91

6
−
(

21

6

)2

=
546

36
− 441

36
=

105

36
=

35

12
.

Výsledek D(X) vyšel v obou př́ıpadech (Př́ıklad 1.25 i Př́ıklad 1.26) stejně a hodnota rozptylu

je rovna D(X) = 35
12 .

Daľśı významnou statistickou veličinou je směrodatná odchylka náhodné veličiny. Jej́ı definice

vycháźı z veličiny rozptyl, viz následuj́ıćı definice.

Definice 1.2.9. Směrodatná odchylka σ náhodné veličiny X je definována jako odmocnina

z rozptylu této náhodné veličiny, tedy

σ =
√
D(X). (1.7)

1.27. Náhodným pokusem je hod spravedlivou kostkou. Náhodnou veličinou X je č́ıslo, které

na kostce padlo při tomto hodu. Vypočtěte směrodatnou odchylku zadané náhodné veličiny.

Řešeńı: Vyjdeme z již známých výsledk̊u. Vı́me, že náhodná veličina X má rozptyl D(X) = 35
12 .

Použit́ım vzorce (1.7) dostaneme

σ =
√
D(X) =

√
35

12
=

√
2, 916

.
= 1, 71.

Směrodatná odchylka náhodné veličiny X je rovna σ
.
= 1, 71.

1.28. Obsluha nápojového automatu potřebuje zjistit, jak často má doplňovat jistý druh nápoje

v daném automatu. Na základě minulých údaj̊u o prodeji odhadla obsluha automatu následuj́ıćı

pravděpodobnostńı rozděleńı veličiny X, kde náhodná veličina X znamená počet lahv́ı daného

x 15 16 17 18 19 20
∑

P (x) 0.10 0.15 0.30 0.20 0.15 0.10 1

Tabulka 1.5: Pravděpodobnostńı funkce náhodné veličiny X: počet prodaných lahv́ı denně

nápoje prodaných za jeden den, viz Tabulka 1.5. Vypočtěte středńı hodnotu počtu prodaných

lahv́ı nápoje za jeden den a rozptyl této veličiny.

Řešeńı: Nejprve vypočteme středńı hodnotu. Jsou známy hodnoty x i jejich pravděpodobnosti

P (x), proto můžeme př́ımo dosadit do vzorce (1.2).

E(X) =
∑
xi∈M

xi · P (xi)

= 15 · 0, 10 + 16 · 0, 15 + 17 · 0, 30 + 18 · 0, 20 + 19 · 0, 15 + 20 · 0, 10

= 17, 45

Středńı hodnota počtu prodaných lahv́ı denně vyšla rovna 17,45 lahv́ı/den.
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Rozptyl náhodné veličiny vypočteme ze vzorce (1.5). K tomu potřebujeme vypoč́ıtat hodnotu

E(X2). K výpočtu E(X2) použijeme rovnici (1.3). T́ım dostaneme

E(X2) =
∑
xi∈M

x2i · P (xi)

= 152 · 0, 10 + 162 · 0, 15 + 172 · 0, 30 + 182 · 0, 20 + 192 · 0, 15 + 202 · 0, 10

= 306, 55

Nyńı již můžeme dosadit do vzorce (1.5). Je

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 = 306.55− (17.45)2 = 2, 0475.

náhodné veličiny X je roven přibližně D(X) = 2, 05.

Ze známého rozptylu náhodné veličiny můžeme vypoč́ıtat také směrodatnou odchylku náhodné

veličiny

σ =
√
D(X) =

√
2, 0475

.
= 1, 431.

Směrodatná odchylka náhodné veličiny X je rovna přibližně σ = 1, 43.

Komentář k výsledk̊um úlohy Můžeme si samozřejmě klást otázku, k čemu nám vypočtené

hodnoty
”
jsou“, tj. jaké je použit́ı hodnot E(X), D(X), resp. σ.

Význam středńı hodnoty E(X), resp. µ, spoč́ıvá v odhadu, jaké je pr̊uměrné množstv́ı pro-

daných lahv́ı za den. Pak můžeme přibližně odvozovat počty prodaných lahv́ı za dva dny (2 ·µ),

za týden (7 · µ), měśıc (30 · µ) atd. Odtud pravděpodobně plyne ekvivalentńı název očekávaná

hodnota. O tom, jak bĺızko budou tyto odhady skutečným realizaćım náhodné veličiny nám

podávaj́ı informaci hodnoty D(X), resp. σ. Asi tuš́ıte, že č́ım nižš́ı budou obě hodnoty D(X)

a σ, t́ım v́ıce se skutečné realizace náhodné veličiny za dva dny, za týden, měśıc atd. budou

bĺıžit vypočteným hodnotám. Vı́ce se k tématu dozv́ıte po výkladu tzv. limitńıch vět a jejich

souvislost́ı.

1.29. Předpokládejme hypotetickou situaci, při které hráč sáźı při ruletě 100 Kč stále na černou

barvu. Náhodná veličina X představuje velikost jeho výhry v každé kole hry. Vypočtěte středńı

hodnotu E(X), rozptyl D(X) a směrodatnou odchylku σ této náhodné veličiny. Interpretujte

výslednou hodnotu středńı hodnoty této náhodné veličiny.

Řešeńı: Připomeňme relevantńı informace k hře ruleta. Hru ř́ıd́ı krupiér, který roztoč́ı hraćı

kolo s oč́ıslovanými přihrádkami a v protisměru otáčeńı kola do něj vhod́ı hraćı kuličku. Ta

ob́ıhá po obvodu kola až se jej́ı rychlost třeńım sńıž́ı natolik, že kulička spadne do některé

z oč́ıslovaných přihrádek v prostředńı části hraćıho kola. Těchto přihrádek je (v tzv. evropské

verzi rulety) celkem 37 a jsou oč́ıslovány č́ısly od 0 do 36. Přihrádka s č́ıslem 0 má zelenou

barvu. Přihrádky s č́ısly od 1 do 36 maj́ı v́ıceméně stř́ıdavě červenou a černou barvu; podle

toho, jakou barvu má přihrádka, do které padla kulička, ř́ıkáme, že padla červená, černá nebo

zelená barva. Upřesněme, že červených přihrádek je 18, černých přihrádek je také 18.

Jednou ze sázek, které hráč provád́ı, může být sázka na barvu, která padne. V takovém

př́ıpadě hráč polož́ı na hraćı plán obnos symbolizuj́ıćı výši sázky na pole s červenou nebo černou

barvou (poznámka: na zelenou barvu se nesáźı – této situaci odpov́ıdá sázka na padnut́ı č́ısla 0).

Pokud hráč uhodne barvu, krupiér mu vrát́ı jeho vklad a nav́ıc přidá výhru ve výši hráčova
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vkladu. Pokud hráč barvu neuhodl, krupiér si vezme z hraćıho plánu hráč̊uv vklad a věnuje mu

maximálně ĺıtostivý úsměv. Ve skutečnosti nav́ıc hra prob́ıhá tak, že hráči mı́sto s penězi hraj́ı

pomoćı žeton̊u s jistou peněžńı hodnotou a krupiér má profesionálně neutrálńı výraz ve tváři.

Nyńı již máme dostatek informaćı k tomu, abychom mohli úlohu řešit. Připomeňme, že

náhodná veličina X představuje velikost výhry hráče v každé kole hry.

Uvažujme situaci, kdy hráč má před zahájeńım hry hotovost ve výši 1 000 Kč. Vsad́ı 100 Kč,

v tu chv́ıli má u sebe hotovost ve výši 900 Kč. Pokud vyhraje, krupiér mu vrát́ı vklad 100 Kč a

navrch přidá daľśıch 100 Kč jako výhru. V takové situaci má hráč po vyplaceńı sázek hotovost

ve výši 1 100 Kč a jeho výhra čińı 100 Kč. Pokud hráč prohraje, krupiér si vezme jeho sázku a

nic mu nedá. V takové situaci má hráč po vyplaceńı sázek hotovost 900 Kč a jeho
”
výhra“ čińı

−100 Kč.

Možné hodnoty náhodné veličiny X proto jsou −100, nebo 100. Předpokládáme, že ruleta

je spravedlivá, tj. každé č́ıslo má stejnou šanci na padnut́ı. Hráč vyhraje 100 Kč, pokud padne

některé z 18 černých č́ısel z celkového počtu 37 č́ısel. Pravděpodobnost výhry je rovna

P (X = 100) =
18

37
.

Hráč prohraje, pokud mu padne některé ze zbývaj́ıćıch 19 č́ısel (1 zelené a 18 červených).

Pravděpodobnost prohry, tj. výhry −100 Kč, je

P (X = −100) =
19

37
.

Pravděpodobnostńı funkce tedy má předpis

P (x) =

{
19
37 , . . . x = −100,

18
37 , . . . x = 100.

Známe-li pravděpodobnostńı funkci náhodné veličiny, můžeme vypoč́ıtat jej́ı charakteristiky.

E(X) =
∑
xi∈M

xi · P (xi) = x1 · P (x1) + x2 · P (x2) = (−100) · 19

37
+ 100 · 18

37

= −1900

37
+

1800

37
= −100

37

.
= −2, 7.

Středńı hodnota (očekávaná hodnota) nám vyšla E(X) = −2, 7. Tuto hodnotu můžeme inter-

pretovat jako částku, kterou hráč pr̊uměrně v každém kole hry
”
vyhrává“. Jinými slovy, hráč

pr̊uměrně při každém kole hry ztráćı 2,7 Kč. Daľśı výpočty jsou následuj́ıćı.

E(X2) =
∑
xi∈M

x2i · P (xi) = (−100)2 · 19

37
+ 1002 · 18

37
=

190 000

37
+

180 000

37
=

370 000

37
= 10 000

D(X) = E(X2)−
[
E(X)

]2
= 10 000− (−2, 7)2 = 10 000− 7, 29 = 9 992, 71

σ =
√
D(X) =

√
9 992, 71

.
= 99, 96

Směrodatná odchylka vyšla násobně větš́ı než je středńı hodnota. To ukazuje na značnou vari-

abilitu možných výsledk̊u a d́ıky tomu se může stát, že občas některý hráč
”
skonč́ı v plusu“. Je

nutné však mı́t na paměti, že častěji vyhrává kasino.
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1.2.4 Shrnut́ı kapitoly - úlohy k samostatnému řešeńı

1.30. Určete, které z následuj́ıćıch náhodných veličin jsou diskrétńı, resp. spojité.

• Počet vadných výrobk̊u v baleńı 24 ks.

• Počet bod̊u, které źıská FK Teplice na konci soutěžńıho ročńıku.

• Doba trváńı cvičeńı ze statistiky.

• Počet zákazńık̊u, kteř́ı přijdou k pokladně v supermarketu během jedné hodiny.

• Hmotnost dataprojektoru v této mı́stnosti.

• Počet správně určených odpověd́ı v tomto cvičeńı.

• Doba strávená čekáńım
”
na zelenou u semaforu“ od doby zastaveńı u semaforu po na-

skočeńı zelené na semaforu.

1.31. Náhodná veličina X představuje počet padlých šestek při hodu třemi kostkami. Určete

pravděpodobnostńı funkci a distribučńı funkci této náhodné veličiny.

1.32. Náhodná veličina X představuje počet padlých šestek při hodu třemi kostkami. Stanovte

středńı hodnotu E(X), rozptyl D(X) a směrodatnou odchylku σ této náhodné veličiny X.

1.33. Náhodná veličina X představuje počet novinových titul̊u, které si náhodně vybraný

zákazńık zakouṕı v novinovém stánku. Pravděpodobnostńı rozděleńı X je uvedeno v tabulce.

Určete pravděpodobnost, že počet zakoupených titul̊u u náhodně vybraného zákazńıka je

x 0 1 2 3 4

P (x) 0.3 0.5 0.15 0.1 0.05

• větš́ı než dva,

• nejvýše roven dvěma,

• alespoň dva,

• větš́ı než jedna a menš́ı než tři.

1.34. Vypočtěte středńı hodnotu E(X), rozptyl D(X) a směrodatnou odchylku σ náhodné

veličiny z Př́ıkladu 1.32.

1.35. Náhodná veličina představuje počet hod̊u kostkou do doby, než padne šestka. Zapǐste

pravděpodobnostńı funkci této veličiny a vypočtěte středńı hodnotu E(X), rozptyl D(X) a

směrodatnou odchylku σ této náhodné veličiny.
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1.3 Důležitá rozděleńı diskrétńı náhodné veličiny

1.3.1 Binomické rozděleńı

Nyńı se budeme věnovat jednomu z nejd̊uležitěǰśıch typ̊u diskrétńı náhodné veličiny – náhodné

veličině s binomickým rozděleńım pravděpodobnosti. Před vysloveńım definice uvedeme několik

ilustračńıch př́ıklad̊u, které by měly pomoci rozeznat tento typ náhodné veličiny.

Na úvod uvažujme následuj́ıćı situaci. Náhodným pokusem je hod kostkou a náhodný jev

A nastane, pokud při tomto hodu padne šestka. Snadno odvod́ıme, že pravděpodobnost jevu je

rovna P (A) = 1
6 . Nyńı provedeme 10 hod̊u kostkou a při každém hodu sledujeme, zda nastal

jev A, resp. kolikrát jev A během oněch 10 hod̊u nastal, tj. kolik šestek padlo během deseti

hod̊u kostkou. Může se stát, že šestka nepadla ani jednou (tj. počet př́ıpad̊u, kdy nastal jev

A je roven nule), může se také stát, že šestka během deseti pokus̊u padla např́ıklad dvakrát

(pak je počet př́ıpad̊u, kdy nastal jev A roven dvěma). Pro těchto 10 hod̊u kostkou tak můžeme

zavést náhodnou veličinu X, jej́ıž hodnoty odpov́ıdaj́ı počtu padlých šestek při deseti hodech,

tj. odpov́ıdaj́ı počtu př́ıpad̊u, ve kterých nastal jev A. Možné hodnoty této náhodné veličiny

jsou M = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.
Podobně můžeme uvažovat situaci, při které háźıme minćı a sledujeme, zda padne rub či

ĺıc. Pokud padne rub, řekneme, že nastal jev A. Předpokládejme, že rub i ĺıc maj́ı stejnou

šanci padnout, pak je pravděpodobnost padnut́ı rubu při jednom hodu rovna P (A) = 1
2 . Nyńı

budeme minćı házet dvacetkrát a budeme sledovat, kolikrát nastal jev A, tj. kolikrát padl rub.

Opět můžeme zavést náhodnou veličinu X, jej́ıž hodnoty ř́ıkaj́ı, kolikrát nastal jev A v sérii 20

náhodných pokus̊u, tj. kolik rub̊u padlo při dvaceti hodech minćı. Možné hodnoty této náhodné

veličiny jsou M = {0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . , 19, 20}.
Předpokládejme, že jistý biatlonista při každém výstřelu zasáhne terč s pravděpodobnost́ı

p = 0, 9; tj. dlouhodobě má úspěšnost zásahu terče 90 %. Tento biatlonista přijede na střelnici a

stř́ıĺı pětkrát na terč. Sledujeme, kolikrát se při těchto pěti pokusech trefil do terče. Náhodnou

veličinou bude počet úspěšných zásah̊u při pěti výstřelech na terč. Možné hodnoty této náhodné

veličiny jsou M = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.
Všechny uvedené situace maj́ı společný rys, který poṕı̌seme v následuj́ıćı definici.

Definice 1.3.1. Předpokládejme, že při náhodném pokusu sledujeme jistý náhodný jev A,

jehož pravděpodobnost označ́ıme symbolem p. Je tedy P (A) = p. Uskutečńıme-li tento náhodný

pokus n-krát, pak počet př́ıpad̊u, kdy nastane jev A je náhodnou veličinou X s tzv. binomickým

rozděleńım pravděpodobnosti. Tuto náhodnou veličinu označujeme symbolem Bi(n, p), kde n a p

jsou parametry tohoto rozděleńı (n představuje počet opakováńı pokusu, p je pravděpodobnost

nastáńı jevu A při jednom opakováńı pokusu).

Možné hodnoty náhodné veličiny jsou M = {0, 1, 2, . . . , n}. Pravděpodobnost, že náhodná

věličina X nabude hodnotu x, tj. pravděpodobnost, že při n opakováńıch pokusu nastane jev A

právě x-krát, je rovna:

P (X = x) = P (x) =

(
n

x

)
· px(1− p)n−x. (1.8)

Pro středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny s binomickým rozděleńım pravděpodobnosti

plat́ı:

E(X) = n · p, D(X) = n · p · (1− p). (1.9)
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1.36. Uvažujme běžný baĺıček s 32 hraćımi kartami (kde jsou 4 esa.) Z baĺıčku vybereme

kartu, pod́ıváme se, zda je to eso, a pak kartu vrát́ıme do baĺıčku a baĺıček poctivě zamı́cháme.

Takto vybereme a vrát́ıme kartu celkem pětkrát. Náhodnou veličinou X je počet př́ıpad̊u, kdy

vybranou kartou bylo eso. Vypočtěte hodnoty

a) P (X = 0) = P (0)

b) P (X = 2) = P (2)

Dále vypočtěte středńı hodnotu E(X) a rozptyl D(X).

Řešeńı: Ze zadáńı plyne, že X je náhodná veličina s binomickým rozděleńım pravděpodobnosti

– jev A nastane, pokud vytáhneme eso; náhodný pokus opakujeme celkem pětkrát a pravdě-

podobnost jevu A je při každém opakováńı výběru stejná (jedná se o výběr s vraceńım). Je

tedy

A . . . náhodný jev výběr esa

X . . . náhodná veličina měř́ıćı kolikrát nastal jev A

n = 5 . . . počet opakováńı pokusu

P (A) = p = 4
32 = 1

8 . . . pravděpodobnost výběru esa při každém tahu karty

Dosazeńım do rovnice (1.8) dostaneme

P (X = x) = P (x) =

(
n

x

)
· px(1− p)n−x

Pro př́ıpad x = 0

P (X = 0) = P (0) =

(
5

0

)
·
(

1

8

)0(
1− 1

8

)5−0

=
5!

0!(5− 0)!
·
(

1

8

)0(7

8

)5

= 1 · 1 · 0, 8755

.
= 0, 513

Pro př́ıpad x = 2

P (X = 2) = P (2) =

(
5

2

)
·
(

1

8

)2(
1− 1

8

)5−2

=
5!

2!(5− 2)!
·
(

1

8

)2(7

8

)3

=
5!

2! · 3!
· 0, 1252 · 0, 8753

= 10 · 0, 015625 · 0, 669921875
.
= 0, 105

Pravděpodobnost, že při výběru pěti karet s vraceńım nevytáhneme eso, je rovna přibližně 0, 512.

Pravděpodobnost, že při výběru pěti s vraceńım vytáhneme eso dvakrát, je rovna přibližně

0, 105.
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Pro středńı hodnotu a rozptyl plat́ı vztahy (1.9).

E(X) = n · p = 5 · 1

8
= 0, 625

D(X) = n · p · (1− p) = 5 · 1

8
·
(

1− 1

8

)
= 5 · 1

8
· 7

8
=

35

64

.
= 0, 55

Poznamenejme, že hodnoty E(X), resp. D(X) lze vypoč́ıtat i podle vzorc̊u (1.2.4), resp. (1.5),

které jsme zavedli v Kapitole 1.2.3. Nicméně, zde použité vzorce jsou významně jednodušš́ı k

použit́ı – neńı nutné vypoč́ıtávat pravděpodobnosti ke každé hodnotě X.

1.37. Studenti ṕı̌śı ṕısemku ve formě testu s 20 otázkami. U každé otázky jsou nab́ıdnuty 4

možné odpovědi, z nichž právě jedna je správná. Jaká je pravděpodobnost, že student, který

naprosto náhodně tipuje odpovědi, odpov́ı správně

a) právě tři otázky?

b) nejvýše tři otázky?

c) alespoň tři otázky?

Řešeńı: Odpověd’ na každou otázku představuje podle zadáńı náhodný pokus s možnými výsledky:

student uhodne správnou odpověd’, resp. student neuhodne správnou odpověd’. Označme ná-

hodným jevem A situaci, kdy student uhádne správnou odpověd’. Pravděpodobnost jevu A je

p = 1
4 . Odpov́ıdáńı na 20 otázek představuje sérii 20 pokus̊u, při kterých sledujeme, zda nastal

jev A – student vybral správnou odpověd’. Počet správně zodpovězených otázek představuje

náhodnou veličinu s binomickým rozděleńım pravděpodobnosti s parametry n = 20 a p = 1
4 =

0, 25, tedy X ≈ Bi
(
20, 14

)
. Dosazeńım do vzorce (1.8) dostaneme odpovědi na zadané otázky.

a) Student, který náhodně tipuje odpovědi, odpov́ı správně právě tři otázky pro X = 3.

P (X = 3) = P (3) =

(
20

3

)
· 0, 253 · (1− 0, 25)20−3

=
20!

3! · (20− 3)!
· 0, 253 · 0, 7517 =

20!

3! · 17!
· 0, 253 · 0, 7517

.
=

18 · 19 · 20

1 · 2 · 3
· 0, 015625 · 0, 007517

.
= 1140 · 0, 00011745

.
= 0, 134

b) Student, který náhodně tipuje odpovědi, odpov́ı správně nejvýše tři otázky pro X ≤ 3.

P (X ≤ 3) = P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2) + P (X = 3) = P (0) + P (1) + P (2) + P (3)

=

(
20

0

)
· 0, 250 · (1− 0, 25)20−0 +

(
20

1

)
· 0, 251 · (1− 0, 25)20−1+

+

(
20

2

)
· 0, 252 · (1− 0, 25)20−2 +

(
20

3

)
· 0, 253 · (1− 0, 25)20−3

=
20!

0! · (20− 0)!
· 0, 250 · 0, 7520 +

20!

1! · (20− 1)!
· 0, 251 · 0, 7519+

+
20!

2! · (20− 2)!
· 0, 252 · 0, 7518 +

20!

3! · (20− 3)!
· 0, 253 · 0, 7517

= 0, 7520 + 20 · 0, 25 · 0, 7519 + 190 · 0, 252 + 1140 · 0, 253 · 0, 7517

.
= 0, 003 + 0, 021 + 0, 067 + 0, 134 = 0, 225
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c) Student, který náhodně tipuje odpovědi, odpov́ı správně alespoň tři otázky pro X ≥ 3.

P (X ≥ 3) = P (X = 3) + P (X = 4) + P (X = 5) + . . .+ P (X = 19) + P (X = 20)

= P (3) + P (4) + P (5) + P (6) + P (7) + P (8) + . . .+ P (19) + P (20)

Takový výpočet je neúměrně náročný, využijeme zákon o rozděleńı pravděpodobnosti

náhodné veličiny, viz Věta 1.1.4 na straně 6. Všechny možné hodnoty náhodné veličiny X
jsou v tomto př́ıpadě M = {0, 1, 2, . . . , 19, 20} a součet jejich pravděpodobnost́ı je podle

uvedené věty roven jedné, tedy

P (0) + P (1) + P (2) + P (3) + P (4) + P (5) + . . .+ P (19) + P (20) = 1.

Z toho plyne vztah

P (3) + P (4) + P (5) + P (6) + P (7) + . . .+ P (19) + P (20) = 1−
(
P (0) + P (1) + P (2)

)
.

Z toho d̊uvodu můžeme hledanou pravděpodobnost vypoč́ıtat jednodušeji takto:

P (X ≥ 3) = 1−P (X ≤ 2) = 1−
(
P (0)+P (1)+P (2)

)
= 1−(0, 003+0, 021+0, 067) = 0, 909,

kde hodnoty P (0), P (1), P (2) jsou použity z řešeńı části b).

Z předchoźıch př́ıklad̊u je zřejmé, že výpočty pravděpodobnost́ı u náhodné veličiny s bino-

mickým rozděleńım jsou poněkud rozsáhleǰśı. V př́ıloze č. 1 na straně ?? je popsán postup, jak

lze tyto výpočty provést pomoćı programu Excel z baĺıku Microsoft Office. Popsaný postup pak

funguje stejně i v př́ıpadě daľśıch tabulkových procesor̊u např. v Tabulkách dostupných mezi

aplikacemi Googlu atd.

Úlohy k samostatnému řešeńı

1.38. Jaká je pravděpodobnost, že při 10 hodech minćı padne ĺıc

a) právě dvakrát?

b) alespoň jednou?

c) nejvýše třikrát?

1.39. Pod́ıl nezaměstnaných v populaci je 20 %. Vypočtěte pravděpodobnost, že mezi 10 náhodně

vybranými osobami budou nejvýše dva nezaměstnańı.

a) nejvýše dva nezaměstnańı.

b) alespoň dva nezaměstnańı.
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1.3.2 Hypergeometrické rozděleńı

Hypergeometrické rozděleńı je základńım pravděpodobnostńım rozděleńım při výběru bez vra-

ceńı, kdy provedeme náhodný výběr a vybranou jednotku nevraćıme do základńıho souboru.

1.40. Určitý typ součástek je dodáván v séríıch po 50 kusech. Při přej́ımaćı kontrole je z

každé série náhodně vybráno 5 výrobk̊u ke kontrole. Tato kontrola je přitom prováděna tak,

že výrobek je podroben destrukčńı zkoušce. Vı́me, že v sérii je deset vadných kus̊u. Potom

počet vadných kus̊u mezi pěti vybranými výrobky je náhodnou veličinou s možnými hodnotami

M = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

1.41. V baĺıčku 32 karet jsou 4 esa. Hrajeme hru, při které si z baĺıčku vezmeme do ruky

6 r̊uzných karet. Potom počet es v ruce je náhodnou veličinou s možnými hodnotami M =

{0, 1, 2, 3, 4}.

1.42. V baĺıčku 32 karet je 8 srdcových karet. Hrajeme hru, při které je v talonu odhozeno již

26 karet a ve hře zbývá pouze 6 karet. Potom počet srdcových karet odhozených v talonu je

náhodnou veličinou s možnými hodnotami M = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.

Společným rysem uvedených úloh je, že máme nějaký základńı soubor prvk̊u (výrobky v sérii,

baĺıček karet) a některé z prvk̊u tohoto souboru maj́ı nějakou vlastnost (být vadný výrobek,

být eso) a zbylé prvky základńıho souboru tuto vlastnost nemaj́ı (výrobky bez vady,
”
ne-esové“

karty). Provedeme výběr několika prvk̊u ze základńıho souboru. V něm mohou být jak prvky

s uvažovanou vlastnost́ı, tak i prvky bez této vlastnosti. Náhodnou veličinou je počet prvk̊u s

danou vlastnost́ı v provedeném výběru.

Definice 1.3.2. Mějme situaci, kdy v základńım souboru o N prvćıch jich má M určitou

vlastnost a zbylých N − M prvk̊u tuto vlastnost nemá. Postupně ze souboru vybereme n

prvk̊u, z nichž žádný nevraćıme zpět. Počet prvk̊u se sledovanou vlastnost́ı mezi n vybranými

prvky je náhodnou veličinou X s tzv. hypergeometrickým rozděleńım pravděpodobnosti. Pro

pravděpodobnostńı funkci veličiny X plat́ı

P (X = x) = P (x) =

(
M
x

)(
N−M
n−x

)(
N
n

) pro max{n−N +M, 0} ≤ x ≤ min{M,n}, (1.10)

Pro středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny s hypergeometrickým rozděleńım pravděpodobnosti

plat́ı:

E(X) = n · M
N

D(X) = n · M
N
·
(

1− M

N

)
· N − n
N − 1

(1.11)

Připomeňme, že ve vzorci (1.10) je

• N rozsah základńıho souboru

• M počet prvk̊u s danou vlastnost́ı v základńım souboru

• n počet prvk̊u vybraných ze základńıho souboru

• x počet prvk̊u z výběru s uvažovanou vlastnost́ı
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Důvody podmı́nek ve vzorci (1.10) omezuj́ıćıch hodnotu x, jak zdola tak shora, jsou naznačeny

v úvodńıch úlohách. V Př́ıkladu 1.40 byla nejvyšš́ı možnou hodnotou x velikost výběru (vadných

výrobk̊u bylo v́ıce než je velikost výběru). V Př́ıkladu 1.41 bylo nejvyšš́ı možnou hodnotou x

množstv́ı prvk̊u s danou vlastnost́ı v základńım souboru (es bylo méně než je velikost výběru).

V Př́ıkladu 1.42 bylo nejnižš́ı možnou hodnotou x č́ıslo 2, nebot’ v baĺıčku karet je celkem 8

srdcových es a ve hře zbývá posledńıch 6 karet. To znamená, že minimálně 2 srdcové karty jsou

již odhozeny do talonu. Tyto okolnosti vždy muśıme uvážit, když stanovujeme možný rozsah

hodnot náhodné veličiny s hypergeometrickým rozděleńım pravděpodobnosti.

1.43. V baĺıčku 32 karet jsou 4 esa. Jaká je pravděpodobnost, že při náhodném výběru (bez

vraceńı) 6 karet budou mezi vybranými kartami

a) právě 2 esa,

b) nejvýše dvě esa,

c) alespoň dvě esa.

Řešeńı: V zadané úloze má základńı soubor (baĺıček karet) celkem 32 prvk̊u – je N = 32.

Velikost výběru je rovna 6 kartám – je n = 6. Sledovanou vlastnost́ı je
”
být esem“ – tuto

vlastnost maj́ı celkem čtyři karty – je M = 4. Hodnoty x se pak lǐśı podle konkrétńıho zadáńı.

a) Ve výběru budou právě dvě esa pro X = 2. Je tedy

P (X = x) = P (x) =

(
M
x

)(
N−M
n−x

)(
N
n

)
P (X = 2) = P (2) =

(
4
2

)(
32−4
6−2
)(

32
6

) =

(
4
2

)(
28
4

)(
32
6

) =

4!
2!·(4−2)! ·

28!
4!·(28−4)!

32!
6!·(32−6)!

=
4!

2!·2! ·
28!

4!·24!
32!

6!·26!

=
3·4
1·2 ·

25·26·27·28
1·2·3·4

27·28·29·30·31·32
1·2·3·4·5·6

=
(3 · 2) · (25 · 13 · 9 · 7)

9 · 28 · 29 · 31 · 4
=

122 850

906 192

.
= 0, 136

Provedený výpočet je rozepsán podrobně, aby bylo vidět, jakým zp̊usobem byl uskutečněn.

Kráceńı ve zlomku v posledńım řádku je samozřejmě možné provést i jiným zp̊usobem.

Pokud použ́ıvané kalkulačky či SW umožńı rovnou vypoč́ıtat vzniklá kombinačńı č́ısla, je

vhodné tuto možnost využ́ıt. Pravděpodobnost, že ve výběru šesti karet budou právě dvě

esa, je rovna přibližně 0,136.

b) Ve výběru budou nejvýše dvě esa pro X ≤ 2, tj. bud’ žádné eso nebo jedno eso nebo dvě

esa. Je tedy

P (X ≤ 2) = P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2) = P (0) + P (1) + P (2)

=

(
4
0

)(
32−4
6−0
)(

32
6

) +

(
4
1

)(
32−4
6−1
)(

32
6

) +

(
4
2

)(
32−4
6−2
)(

32
6

) =

(
4
0

)(
28
6

)(
32
6

) +

(
4
1

)(
28
5

)(
32
6

) +

(
4
2

)(
28
4

)(
32
6

)
=

4!
0!·4! ·

28!
6!·22!

32!
6!·26!

+
4!

1!·3! ·
28!

5!·23!
32!

6!·26!
+

4!
2!·2! ·

28!
4!·24!

32!
6!·26!

.
= 0, 4157 + 0, 4338 + 0, 1356 = 0, 9851

Pravděpodobnost, že ve výběru šesti karet budou nejvýše dvě esa, je rovna přibližně 0,985.

23



c) Ve výběru budou alespoň dvě esa, pokud je X ≥ 2, tj. ve výběru budou dvě, tři nebo čtyři

esa. (Vı́c es než čtyři ve výběru být nemůže, protože jich tam v́ıc neńı.)

P (X ≥ 2) = P (X = 2) + P (X = 3) + P (X = 4) = P (2) + P (3) + P (4)

Výpočet bychom mohli provést analogicky k předchoźım výpočt̊u. Můžeme však také

využ́ıt již zjǐstěné výsledky z předchoźıch podúloh, nebot’ opačným jevem k alespoň dvě

esa je jev nejvýše jedno eso.

P (X ≥ 2) = 1− P (X ≤ 1) = 1−
(
P (X = 0) + P (X = 1)

)
= 1−

(
P (0) + P (1)

)
= 1− (0, 4157 + 0, 4338) = 0, 1505

Pravděpodobnost, že ve výběru šesti karet budou alespoň dvě esa, je rovna přibližně 0,151.

Při výpočtu jsme použili vypočtené pravděpodobnosti z podúlohy b).

1.44. Určitý typ součástek je dodáván v séríıch po 50 kusech. Při přej́ımaćı kontrole je z každé

série náhodně vybráno 5 výrobk̊u. Série je přijata, jestliže mezi kontrolovanými výrobky neńı

žádný zmetek. Jaká je pravděpodobnost, že série bude přijata, jestliže obsahuje 10 zmetk̊u?

Kontrola je přitom prováděna tak, že výrobek je podroben destrukčńı zkoušce.

Řešeńı: Začneme posledńım údajem – to, že výrobek je podroben destrukčńı zkoušce, znamená,

že po výběru ke zkoušce jej znič́ıme a nemůžeme jej vrátit do základńıho souboru. Proto se

jedná o výběr bez vraceńı. V zadané úloze má základńı soubor (všechny výrobky v jedné sérii)

celkem 50 prvk̊u – je N = 50. Velikost výběru je rovna 5 výrobk̊um – tolik jich je vybráno

ke kontrole – je n = 5. Sledovanou vlastnost́ı je
”
být vadným výrobkem“ – tuto vlastnost má

celkem deset výrobk̊u – je M = 10. Otázka zńı s jakou pravděpodobnost́ı bude série přijata –

přitom série je přijata, pokud je v kontrolńım výběru 0 vadných kus̊u, proto chceme vypoč́ıtat

pravděpodobnost, že hodnota náhodné veličiny je rovna nule – tj. x = 0.

P (X = x) = P (x) =

(
M
x

)(
N−M
n−x

)(
N
n

)
P (X = 0) = P (0) =

(
10
0

)(
50−10
5−0

)(
50
5

) =

(
10
0

)(
40
5

)(
50
5

) =

10!
0!·(10−0)! ·

40!
5!·(40−5)!

50!
5!·(50−5)!

=
10!

0!·10! ·
40!

5!·35!
50!

5!·45!

=
40! · 45!

35! · 50!
=

36 · 37 · 38 · 39 · 40

46 · 47 · 48 · 49 · 50
=

78 960 960

254 251 200

.
= 0, 311.

Pravděpodobnost, že série je přijata, je rovna přibližně 0,311.

1.45. Ve hře Sportka se losuje šest č́ısel z celkového počtu 49 č́ısel. Hra prob́ıhá tak, že sázej́ıćı

před losováńım výherńıch č́ısel zatrhne na sázkovém tiketu šest č́ısel - ta představuj́ı vsazená

č́ısla. Pokud všech šest vsazených č́ısel na sázkovém tiketu odpov́ıdá všem šesti vylosovaným

č́ısl̊um, sázej́ıćı vyhrává prvńı pořad́ı ve hře. Vypočtěte, jaká je pravděpodobnost výhry prvńıho

pořad́ı ve hře Sportka.

Řešeńı: Vylosovaná č́ısla se do osud́ı nevraćı, stejně tak sázej́ıćı muśı zatrhnout šest r̊uzných

č́ısel – jedná se tedy o výběr bez vraceńı. V zadané úloze má základńı soubor (všechna č́ısla v

osud́ı) celkem 49 prvk̊u – je N = 49. Velikost výběru je rovna 6 vsazeným č́ısl̊um na sázkovém
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tiketu – je n = 6. Sledovanou vlastnost́ı je
”
být výherńım č́ıslem“ – tuto vlastnost má celkem

šest vylosovaných č́ısel – je M = 6. Náhodnou veličinou je počet vylosovaných výherńıch č́ısel

v hráčově výběru. Otázka zńı s jakou pravděpodobnost́ı bude v hráčově výběru všech šest č́ısel

s vlastnost́ı výherńı č́ıslo? Je tedy x = 6.

P (X = x) = P (x) =

(
M
x

)(
N−M
n−x

)(
N
n

)
P (X = 6) = P (6) =

(
6
6

)(
49−6
6−6
)(

49
6

) =

(
6
6

)(
43
0

)(
49
6

) =

6!
6!·(6−6)! ·

43!
0!·(43−0)!

49!
6!·(49−6)!

=
6!

6!·0! ·
43!

0!·43!
49!

6!·43!

=
6! · 43!

49!
=

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6
44 · 45 · 46 · 47 · 48 · 49

=
720

10 068 347 520
=

1

13 983 816

.
= 7, 15 · 10−8.

Pravděpodobnost výhry prvńıho pořad́ı ve hře sportka je přibližně 0,000 000 071 5, což neńı

mnoho. Podle předposledńıho údaje je zřejmé, že v pr̊uměru vyhrává jedna sázka ze 14 milion̊u

sázek. Pro uvážeńı, jak malá vlastně tato pravděpodobnost je, si můžete přeč́ıst

Úlohy k samostatnému řešeńı

1.46. Ve skupině 40 osob umı́ 3 lidé španělsky. Jaká je pravděpodobnost, že při náhodném

výběru 5 osob z této skupiny bude alespoň jeden z nich mluvit španělsky?

1.47. V aplikaci Spotify mám sestavený playlist, ve které je celkem 6 českých a 24 zahraničńıch

ṕısńı. Jaká je pravděpodobnost, že při přehráváńı playlistu v náhodném pořad́ı zazńı tři r̊uzné

české ṕısně hned za sebou? Jaký bude pr̊uměrný počet českých ṕısńı v sérii pěti ṕısńı za sebou?

1.48. Výhra třet́ıho pořad́ı ve hře Sportka nastane, dokáže-li sázej́ıćı správně uhodnout právě

pět č́ısel ze šesti losovaných výherńıch č́ısel. Jaká je pravděpodobnost výhry třet́ıho pořad́ı ve

hře Sportka?

1.3.3 Vztah binomického a hypergeometrického rozděleńı

Nyńı se budeme věnovat aproximaci (nahrazeńı jisté hodnoty pomoćı bĺızké, podobné hod-

noty) náhodné veličiny s hypergeometrickým rozděleńım pomoćı náhodné veličiny s binomickým

rozděleńım, viz videopřednáška Diskrétńı náhodná veličina 3 od času 15:45.

V některých př́ıpadech je náročné či př́ımo prakticky nemožné vypoč́ıtat pravděpodobnosti

jednotlivých hodnot náhodné veličiny s hypergeometrickým rozděleńım. Názornou ukázkou

může být výpočet následuj́ıćı úlohy.

1.49. Rybáři chtěj́ı určit přibližný počet ryb v rybńıku (ponechme stranou použitou meto-

diku a předpokládejme, že v rybńıku žije celkem 50 000 ryb). Za t́ım účelem rybáři vylovili z

rybńıku 1 000 ryb, označili je a pustili zpět do vody. Za týden se rybáři vrátili a vylovili 2 000

ryb. Vypočtěte pravděpodobnost, že ve znovuvyloveném vzorku bude právě 50 ryb označených

během p̊uvodńıho výlovu.

Řešeńı: Jedná se o výběr bez vraceńı (jedna ryba nemůže být během druhého výlovu v śıti

dvakrát). Celkem je v rybńıku N = 50 000 ryb, vlastnost
”
být označenou rybou z prvńıho

výlovu“ má M = 1 000 ryb, počet znovuvylovených ryb, tj. velikost výběru je n = 2 000 ryb.
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Náhodnou veličinou je počet označených ryb ve druhém výlovu, přičemž hodnota, pro kterou

chceme vypoč́ıtat pravděpodobnost, je x = 40. Jedná se o tedy o náhodnou veličinu s hyperge-

ometrickým rozděleńım.

Výpočet je následuj́ıćı:

P (X = x) = P (x) =

(
M
x

)(
N−M
n−x

)(
N
n

)
P (X = 100) = P (100) =

(
1 000
40

)(
50 000−1 000
2 000−40

)(
50 000
2 000

) =

(
1 000
40

)(
49 000
1 960

)(
50 000
2 000

) =
1 000!
40!·960! ·

49 000!
1 960!·47 040!

50 000!
2 000!·48 000!

.

Zde poč́ıtané faktoriály i po zkráceńı ve zlomćıch představuj́ı tak obrovská č́ısla, že je prakticky

nemožné je poč́ıtat.

Nyńı přicháźı ke slovu užitečnost výše zmı́něné možnosti aproximace. Opět použijeme ilu-

stračńı př́ıklad.

1.50. V regionu žije 100 000 obyvatel, z nichž je 5 000 nezaměstnaných. Jaká je pravděpodobnost,

že mezi 10 náhodně vybranými r̊uznými osobami v daném regionu je právě jeden nezaměstnaný?

Řešeńı: Uvažujme náhodnou veličinu počet nezaměstnaných mezi deseti vybranými osobami.

V principu se jedná o náhodnou veličinu s hypergeometrickým rozděleńım (N = 100 000, M =

5 000, n = 10, x = 1). Při výpočtu pravděpodobnosti pomoćı hypergeometrického rozděleńı

dostaneme:

P (1) =

(
M
x

)(
N−M
n−x

)(
N
n

) =

(
5 000
1

)(
100 000−5 000

10−1
)(

100 000
10

) =

(
5 000
1

)(
95 000

9

)(
100 000

10

) = 0, 315147097.

Na úlohu se lze ovšem pod́ıvat také t́ım zp̊usobem, že náhodným jevemA je výběr nezaměstnaného.

Pokud je mezi 100 000 lidmi právě 5 000 nezaměstnaných, pak pravděpodobnost výběru ne-

zaměstnané osoby při jednom výběru je

P (A) =
5 000

100 000
= 0, 05.

Nyńı desetkrát konáme náhodný pokus (náhodně vyb́ıráme osobu z populace) a nahodnou

veličinu definuijeme jako počet př́ıpad̊u, kdy nastal jev A. To odpov́ıdá definici náhodné veličiny

s binomickým rozděleńım pravděpodobnosti. Výpočet potom vypadá následuj́ıćım zp̊usobem.

P (X = x) = P (x) =

(
n

x

)
· px(1− p)n−x

P (X = 1) = P (1) =

(
10

1

)
· 0, 051 · (1− 0, 05)10−1 = 10 · 0, 05 · (0, 95)9 = 0, 315124705

Porovnáńım výsledk̊u plynoućıch z hypergeometrického a binomického rozděleńı vid́ıme, že

źıskané výsledky se lǐśı až na pátém desetinném mı́stě, takže při zaokrouhleńı na tři desetinná

mı́sta (což se často děje) rozd́ıl nepoznáme – z obou př́ıstup̊u dostaneme výsledek, že hledaná

pravděpodobnost je rovna 0,315. Mimochodem – pro ostatńı hodnoty obou náhodných veličin

jsou př́ıslušné pravděpodobnosti uvedeny v Tabulce 1.6.

Otázkou samozřejmě je, za jakých okolnost́ı lze výše uvedenou záměnu použ́ıt. Odpověd’ je

následuj́ıćı.
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hypergeom. rozděleńı binomické rozděleńı

x P (x) P (x)

0 0,598722758 0,598736939

1 0,315147097 0,315124705

2 0,074631459 0,074634799

3 0,010471172 0,010475059

4 0,000963932 0,000963932

5 0,000608344 0,000060935

6 0,000002665 0,000002672

7 0,000000080 0,000000080

8 0,000000002 0,000000002

9 0,000000000 0,000000000

10 0,000000000 0,000000000

Tabulka 1.6: Porovnáńı hodnot pravděpodobnnosti u hypergeometrického a binomického

rozděleńı

Věta 1.3.3. Je-li velikost výběru n malá v porovnáńı s velikost́ı základńıho souboru N , (tj.

n/N < 0.05), m̊užeme mı́sto hypergeometrického rozděleńı použ́ıt binomické rozděleńı. Parametr

p př́ıslušného binomického rozděleńı urč́ıme ze vztahu

p =
M

N
. (1.12)

Podle uvedeného návodu vypočteme pravděpodobnost z Př́ıkladu 1.49.

1.51. Ověřte předpoklady Věty 1.3.3, a pokud budou splněny, vypočtěte pravděpodobnost

z Př́ıkladu 1.49 pomoćı binomického rozděleńı.

Řešeńı: Při řešeńı Př́ıkladu 1.49 jsme odvodili následuj́ıćı parametry hypergeometrického rozděleńı

– N = 50 000, M = 1 000 a n = 2 000. Abychom mohli rozumně nahradit toto rozděleńı bino-

mickým rozděleńım, měla by být podle Věty 1.3.3 splněna nerovnost n/N < 0, 05. Zde je

n

N
=

2 000

50 000
= 0, 04 < 0, 05,

proto je podmı́nka věty splněna.

Parametr p binomického rozděleńı vypočteme ze vztahu 1.12. Je

p =
M

N
=

1 000

50 000
= 0, 02.

Dosazeńım do vzorce 1.8 na straně 18 dostaneme:

P (X = 100) =

(
2 000

50

)
· 0, 0250(1− 0, 02)2 000−50 =

2 000!

50! · 1950!
· 0, 0250 · 0, 981950 = ajajaj

I v tomto př́ıpadě je výpočet př́ılǐs náročný, budeme si muset pomoci jiným zp̊usobem – ukáže

se, že tou pomoćı je náhodná veličina s tzv. Poissonovým rozděleńım pravděpodobnosti.
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1.3.4 Poissonovo rozděleńı

Náhodné veličině s Poissonovým rozděleńım pravděpodobnosti se věnuje videopřednáška dr.

Šimsové Diskrétńı náhodná veličina 2 od času 38:48. Připomeňme, že poissonovskými událostmi

rozumı́me takové události, které přicházej́ı v čase, přičemž plat́ı:

• v jednom okamžiku může nastat nejvýše jedna událost,

• události přicházej́ı nezávisle na sobě (počty vzniklých událost́ı v disjunktńıch časových

intervalech jsou nezávislé),

• pravděpodobnost, že událost nastane v intervalu (t, t + h) záviśı na h, ale nikoliv na t.

Jinými slovy – pravděpodobnost výskytu události záviśı na délce intervalu, nikoliv na

tom, kdy časový interval zač́ıná.

1.52. Po silnici před naš́ı školou projede v době trváńı cvičeńı pr̊uměrně 100 automobil̊u za ho-

dinu. Náhodnou veličinou je počet proj́ıžděj́ıch automobil̊u během jedné hodiny. Možné hodnoty

náhodné veličiny tvoř́ı množinu M = {0, 1, 2, 3, . . .}.

1.53. Na zákaznickou linku firmy ABC se každou minutu obraćı pr̊uměrně 62 zákazńık̊u.

Náhodnou veličinou je počet volaj́ıćıch zákazńık̊u za jednu minutu. Možné hodnoty náhodné

veličiny tvoř́ı množinu M = {0, 1, 2, 3, . . .}.

Definice 1.3.4. Označme pr̊uměrný počet výskyt̊u jisté poissonovské události za časovou jed-

notku č́ıslem λ. Potom počet událost́ı x, které nastanou za časovou jednotku, je náhodnou

veličinou X s tzv. Poissonovým rozděleńım pravděpodobnosti, jej́ıž pravděpodobnostńı funkce

má předpis

P (X = x) = P (x) =
λx

x!
· e−λ.

Pro středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny s poissonovým rozděleńım pravděpodobnosti

plat́ı:

E(X) = λ D(X) = λ

1.54. K pokladně v supermarketu přistouṕı pr̊uměrně 5 zákazńık̊u během deseti minut.

a) Jaká je pravděpodobnost, že během následuj́ıćıch 10 minut přijdou právě 3 zákazńıci?

b) Jaká je pravděpodobnost, že během následuj́ıch dvou minut nepřijde ani jeden zákazńık?

Řešeńı:

a) Při řešeńı př́ıkladu budeme předpokládat, že př́ıchod zákazńıka k pokladně je poissonovský

proces. Potom náhodná veličina počet zákazńık̊u, kteř́ı přǐsli k pokladně během deseti minut

má poissonovské rozděleńı pravděpodobnosti s parametrem λ = 5 a pro pravděpodobnost,

že během následuj́ıćıch 10 minut přijdou právě 3 zákazńıci, plat́ı

P (X = x) = P (x) =
λx

x!
· e−λ

P (X = 3) = P (3) =
53

3!
· e−5 = 0, 14038

Pravděpodobnost, že během následuj́ıćıch 10 minut přijdou právě 3 zákazńıci je rovna

přibližně p = 0, 14.
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b) Při řešeńı př́ıkladu budeme opět předpokládat, že př́ıchod zákazńıka k pokladně je poisso-

novský proces. Za náhodnou veličinu budeme uvažovat počet zákazńık̊u, kteř́ı přǐsli k po-

kladně během dvou minut. Pak tato veličina má poissonovské rozděleńı pravděpodobnosti

s parametrem λ = 1 (když za 10 minut přijde v pr̊uměru 5 zákazńık̊u, tak za 2 minuty

v pr̊uměru přijde 1 zákazńık; proto je λ = 1) a pravděpodobnost, že během následuj́ıćıch

dvou minut nepřijde ani jeden zákazńık (tj. přijde nula zákazńık̊u), plat́ı

P (X = x) = P (x) =
λx

x!
· e−λ

P (X = 0) = P (0) =
10

0!
· e−1 = 0, 3679

Pravděpodobnost, že během následuj́ıch dvou minut nepřijde ani jeden zákazńık je rovna

přibližně p = 0, 37.

1.55. Na výrobńı lince dojde k poruše pr̊uměrně jednou za dvě hodiny. Jaká je pravděpodobnost,

že během osmihodinové směny dojde na výrobńı lince

a) ke dvěma poruchám?

b) k nejvýše dvěma poruchám?

Řešeńı: Při řešeńı př́ıkladu budeme předpokládat, že událost, kdy na výrobńı lince dojde

k poruše, je poissonovský proces. Za náhodnou veličinu budeme uvažovat počet poruch na

výrobńı lince za osm hodin provozu. Pak tato veličina má poissonovské rozděleńı pravděpo-

dobnosti s parametrem λ = 4 (když za dvě hodiny dojde v pr̊uměru k jedné poruše, tak za osm

hodin v pr̊uměru nastanou čtyři poruchy; proto je λ = 4).

a) Pravděpodobnost, že během osmihodinové směny dojde na výrobńı lince ke dvěma po-

ruchám, odpov́ıdá P (X = 2).

P (X = x) = P (x) =
λx

x!
· e−λ

P (X = 2) = P (2) =
42

2!
· e−4 = 0, 1465

Pravděpodobnost, že během osmihodinové směny dojde na výrobńı lince ke dvěma po-

ruchám, je rovna přibližně p = 0, 15.

b) Pravděpodobnost, že během osmihodinové směny dojde na výrobńı lince k nejvýše dvěma

poruchám, odpov́ıdá P (X ≤ 2).

P (X ≤ 2) = P (0) + P (1) + P (2) =
40

0!
· e−4 +

41

1!
· e−4 +

42

2!
· e−4 = 0, 2381

Pravděpodobnost, že během osmihodinové směny dojde na výrobńı lince k nejvýše dvěma

poruchám, je rovna přibližně p = 0, 24.

Poissonovo rozděleńı popisuje počty událost́ı i v jiných než časových jednotkách, např. v jed-

notkách délky, obsahu atd.
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1.56. V pruhu látky se vyskytuje pr̊uměrně 5 kaz̊u na 100 metr̊u látky. Jaká je pravděpodobnost,

že:

a) v náhodně vybrané roli látky o délce 100 metr̊u se nacházej́ı právě 4 kazy?

b) v náhodně vybrané roli látky o délce 200 metr̊u se nacháźı právě 6 kaz̊u?

c) v náhodně vybrané roli látky o délce 50 metr̊u se nacháźı nejvýše 1 kaz?

Řešeńı: Při řešeńı ověř́ıme (zd̊uvodńıme), že výskyt kaz̊u na m2 látky opravdu můžeme považovat

za poissonovský proces. Připomeňme vlastnosti poissonovského procesu.

• V jednom okamžiku může nastat nejvýše jedna událost:

– na jednom mı́stě může být nejvýše jeden kaz.

• Události přicházej́ı nezávisle na sobě (počty vzniklých událost́ı v disjunktńıch časových

intervalech jsou nezávislé):

– Kazy se vyskytuj́ı nezávisle na sobě (počty kaz̊u v r̊uzných pruźıch látky jsou nezávislé

ve smyslu, že počet kaz̊u v předchoźım m2 neř́ıká nic o tom, jaký počet kaz̊u bude

v následuj́ıćım m2 látky).

• Pravděpodobnost, že událost nastane v intervalu (t, t + h) záviśı na h, ale nikoliv na t.

Jinými slovy – pravděpodobnost výskytu události záviśı na délce intervalu, nikoliv na

tom, kdy časový interval zač́ıná.

– Počet kaz̊u v m2 nezáviśı na tom, od kolikátého metru látky zač́ınáme počet kaz̊u

měřit, ale pouze na tom, jaká je délka toho pruhu látky.

Nyńı se již můžeme zaměřit na řešeńı konkrétńıch podúloh. Při jejich řešeńı budeme předpokládat,

že výskyt kaz̊u v m2 látky je poissonovský proces.

a) Za náhodnou veličinu budeme uvažovat počet kaz̊u v roli látky o délce 100 metr̊u. Pak tato

veličina má poissonovské rozděleńı pravděpodobnosti s parametrem λ = 5 a př́ıslušnou

pravděpodobnost́ı je P (X = 4).

P (X = x) = P (x) =
λx

x!
· e−λ

P (X = 4) = P (4) =
54

4!
· e−5 = 0, 175

Pravděpodobnost, že v náhodně vybrané roli látky o délce 100 metr̊u se nacházej́ı právě

4 kazy, je rovna p = 0, 175

b) Za náhodnou veličinu budeme uvažovat počet kaz̊u v roli látky o délce 200 metr̊u. Pak tato

veličina má poissonovské rozděleńı pravděpodobnosti s parametrem λ = 10 (jestliže ve 100

metrech látky je pr̊uměrně 5 kaz̊u, pak v 200 metrech jich můžeme pr̊uměrně očekávat 10;

proto je λ = 10) a př́ıslušnou pravděpodobnost́ı je P (X = 6).

P (X = x) = P (x) =
λx

x!
· e−λ

P (X = 6) = P (6) =
106

6!
· e−10 = 0, 063
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Pravděpodobnost, že v náhodně vybrané roli látky o délce 200 metr̊u se nacháźı právě 6

kaz̊u, je rovna p = 0, 063.

c) Za náhodnou veličinu budeme uvažovat počet kaz̊u v roli látky o délce 50 metr̊u. Pak tato

veličina má poissonovské rozděleńı pravděpodobnosti s parametrem λ = 2, 5 (jestliže ve

100 metrech látky je pr̊uměrně 5 kaz̊u, pak v 50 metrech jich můžeme pr̊uměrně očekávat

2,5; proto je λ = 2, 5) a př́ıslušnou pravděpodobnost́ı je P (X ≤ 1).

P (X ≤ 1) = P (0) + P (1) =
2, 50

0!
· e−2,5 +

2, 51

1!
· e−2,5 = 0, 287

Pravděpodobnost, že v náhodně vybrané roli látky o délce 50 metr̊u se nacháźı nejvýše

jeden kaz, je rovna p = 0, 287.

1.57. Redaktor časopisu ze zkušenosti v́ı, že v dodaných rukopisech jsou pr̊uměrně 3 chyby na

jedné tiskové straně. Jaká je pravděpodobnost, že v dodaném článku o rozsahu 5 stran bude

méně než 10 chyb?

Řešeńı: Ze zadáńı plyne, že na 5 stranách textu bude pr̊uměrně 15 chyb. Proto bude v zadaném

př́ıpadě λ = 15.

P (X < 10) = P (0) + P (1) + P (2) + . . .+ P (8) + P (9)

=
150

0!
· e−15 +

151

1!
· e−15 +

152

2!
· e−15 + . . .+

158

8!
· e−15 +

159

9!
· e−15

= e−15 ·
(

150

0!
+

151

1!
+

152

2!
+ . . .+

158

8!
+

159

9!

)
.
= 0, 0699

Pravděpodobnost, že v článku o rozsahu 5 stran bude méně než 10 tiskových chyb, je přibližně

rovna p = 0, 07.

1.58. Předpokládejme, že pravděpodobnost, že se 35letý muž nedožije následuj́ıćıho roku je

0,01. Ročńı pojistné této věkové skupiny čińı 2 500 Kč. V př́ıpadě úmrt́ı pojǐst’ovna jednorázově

vyplat́ı 100 000 Kč. Jaká je pravděpodobnost, že zisk z 1 000 pojǐstěných muž̊u ve věku 35 let

bude alespoň 2 000 000 Kč?

Řešeńı: Ze zadáńı plyne, že pojǐst’ovna źıská z pojǐstěńı 1 000 muž̊u celkem 2 500 000 Kč. Pokud

má mı́t z pojǐstěńı zisk alespoň 2 000 000 Kč, potom nesmı́ vyplatit v́ıce než 500 000 Kč, tj. nesmı́

doj́ıt k úmrt́ı v́ıce než 5 muž̊u. Dále ze zadáńı plyne, že v pr̊uměru zemře během jednoho roku

jeden muž ze 100, tj. 10 muž̊u z 1 000. Je tedy λ = 10 a hledáme pravděpodobnost P (X ≤ 5).

P (X ≤ 5) = P (0) + P (1) + P (2) + P (3) + P (4) + P (5)

=
100

0!
· e−10 +

101

1!
· e−10 +

102

2!
· e−10 +

103

3!
· e−10 +

104

4!
· e−10 +

105

5!
· e−10

= e−10 ·
(

100

0!
+

101

1!
+

102

2!
+

103

3!
+

104

4!
+

105

5!

)
.
= 0, 067

Pravděpodobnost, že zisk pojǐst’ovny z daného pojǐstěńı bude alespoň 2 000 000 Kč, je přibližně

rovna p = 0, 067.
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1.3.5 Aproximace binomického a hypergeometrického rozděleńı Poissonovým

rozděleńım

Definice 1.3.5. Pro dostatečně velké n (prakticky pro n > 30) a pro malou pravděpodobnost

(prakticky pro p ≤ 0, 1), lze binomické, resp. hypergeometrické rozděleńı aproximovat Poisso-

novým rozděleńım, kde λ = np, resp. λ = nM/N .

1.59. V regionu s 1 000 000 obyvatel v produktivńım věku je 40 000 nezaměstnaných. V do-

tazńıkovém šetřeńı vybereme 100 obyvatel z regionu. Jaká je pravděpodobnost toho, že mezi

nimi bude právě 8 nezaměstnaných.

Řešeńı:

Jde o výběr bez vraceńı, tedy o hypergeometrické rozděleńı s parametry N = 1 000 000,

M = 40 000, n = 100 a x = 8. Je

P (X = 8) = P (8) =

(
40 000

8

)
·
(
960 000

92

)(
1 000 000

100

) = 0, 0285.

Protože ale jde o
”
velké osud́ı“, je možné to poč́ıtat pomoćı binomického rozděleńı s parametry

n = 100 a p = 40 000/1 000 000 = 0, 04. Tak dostaneme

P (X = 8) = P (8) =

(
100

8

)
(0, 04)8(0, 96)92 = 0, 0285.

Pomoćı nahodné veličiny s poissonovým rozděleńım dostaneme (λ = np = 100 · 0, 04 = 4)

P (X = 8) = P (8) =
48 · e−4

8!
= 0, 0298.

1.4 Úlohy k samostatné práci

1.60. Na zákaznickou linku zavolá pr̊uměrně 12 zákazńık̊u za hodinu. S jakou pravděpodobnost́ı

nezavolá během následuj́ıćı čtvrthodiny ani jeden zákazńık?

1.61. V rybńıku je 50 000 ryb. Rybáři chyt́ı 1 000 ryb, označ́ı je a vrát́ı do rybńıka. Pak vylov́ı

20 ryb. Jaká je pravděpodobnost, že mezi nimi budou právě dvě označené ryby?

1.62. Hráč hod́ı šesti kostkami najednou. Jaká je pravděpodobnost, že na kostkách při hodu

padla alespoň jedna jednička?

1.63. Amatérský střelec tref́ı při jednom výstřelu černý střed terče s pravděpodobnost́ı p = 0.65.

Jaká je pravděpodobnost, že se střelec tref́ı při 10 výstřelech do černého středu terče nejvýše

devětkrát?

1.64. Na plese bylo prodáno 150 los̊u do tomboly. V tombole je deset cen. Jaká je pravděpodobnost,

že soutěž́ıćı, který si zakoupil 10 los̊u, vyhraje v́ıce než jednu cenu?

32



1.65. Předpokládejme, že pravděpodobnost narozeńı chlapce je stejná jako pravděpodobnost

narozeńı děvčete. Vypočtěte jaká je pravděpodobnost, že v náhodně vybrané rodině se třemi

dětmi je v́ıc syn̊u než dcer.

1.66. V extraligovém play-off se utkaly týmy A a B. Předpokládejme, že tým A je lepš́ı a

pravděpodobnost jeho výhry čińı p = 0, 6 (jedná se o play-off, a neńı tedy možná remı́za na

konci zápasu). Jaká je pravděpodobnost výhry slabš́ıho týmu v celé sérii, hraje-li se tato na 4

v́ıtězné zápasy?

1.67. V baĺıčku 32 karet je osm karet červené barvy. Hráč dostane při rozdáńı 5 karet. Jaká je

pravděpodobnost, že všechny budou mı́t červenou barvu?
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Př́ıloha č. 1: Výpočet náhodné veličiny s binomickým rozděleńım pomoćı Excelu

V této př́ıloze si poṕı̌seme postup při určováńı pravděpodobnosti hodnot náhodné veličiny

s binomickým rozděleńım. Postup si ukážeme na posledńı z ilustračńıch úloh v úvodu kapitoly

o binomickém rozděleńı.

1.68. Předpokládejme, že jistý biatlonista při každém výstřelu zasáhne terč s pravděpodobnost́ı

p = 0, 9; tj. dlouhodobě má úspěšnost zásahu terče 90 %. Tento biatlonista přijede na střelnici a

stř́ıĺı pětkrát na terč. Sledujeme, kolikrát se při těchto pěti pokusech trefil do terče. Náhodnou

veličinou bude počet úspěšných zásah̊u při pěti výstřelech na terč. Možné hodnoty této náhodné

veličiny jsou M = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Určete pravděpodobnosti všech těchto hodnot.

Řešeńı: Ze zadáńı plyne, že náhodná veličina počet úspěšných zásah̊u terče při pěti výstřelech má

binomické rozděleńı pravděpodobnosti. (Jev A – zásah terče při výstřelu – má při každém opa-

kováńı stejnou pravděpodobnost a pokus opakujeme pětkrát.) Popǐsme si postup výpočtu v pro-

gramu Excel. Postupovat budeme tak, že vytvoř́ıme základńı tabulku, zaṕı̌seme možné hodnoty

náhodné veličiny a necháme program spoč́ıtat pravděpodobnosti těchto hodnot. Možné hodnoty

jsou 0, 1, 2, 3, 4, 5; tyto naṕı̌seme do jednotlivých buněk pod sebe. Do druhého sloupce vlož́ıme

Obrázek 1.3: Vytvořeńı základńı tabulky - zadáńı hodnot náhodné veličiny a vyvoláńı okna

Vložit funkci

pravděpodobnosti př́ıslušných hodnot následuj́ıćım zp̊usobem. Označ́ıme (vybereme) buňku ve-

dle prvńı hodnoty x, kliknut́ım na symbol fx vyvoláme okno Vložit funkci, viz Obrázek 1.3. Vy-

bereme kategorii statistických funkćı a z nab́ıdky vybereme funkci BINOMDIST, viz Obrázek 1.4.

Funkce BINOMDIST má celkem čtyři argumenty k vyplněńı, viz Obrázek 1.5.

Prvńım je tzv. Úspěch (nápověda – počet úspěšných pokus̊u) - obecně se jedná o hod-

notu náhodné veličiny, pro kterou poč́ıtáme pravděpodobnost. V našem př́ıpadě nav́ıc hodnoty

náhodné veličiny odpov́ıdaj́ı počtu úspěšných pokus̊u biatlonisty, takže označeńı je ve shodě s

naš́ı intuićı. Do poĺıčka kliknut́ım na buňku A2 zadáme relativńı odkaz na buňku, ve které se

nacháźı hodnota x (odkaz lze zadat i ručně vypsáńım).

Druhý argument má název Pokusy a znamená počet opakováńı náhodného pokusu. V našem

př́ıpadě se jednalo o pět výstřel̊u, je tedy doplněno č́ıslo 5.
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Obrázek 1.4: Výběr kategorie statistických funkćı a funkce BINOMDIST

Třet́ı argument odkazuje na pravděpodobnost jevu A. Jmenuje se sice Prst-úspěchu, ale t́ım

se nenecháme zaskočit. Pravděpodobnost úspěšného zásahu při jednom výstřelu je 0,9, proto do

třet́ıho poĺıčka zadáme toto č́ıslo.

Posledńı argument Počet určuje, zda-li chceme vypoč́ıtat pravděpodobnost dané hodnoty

x, tj. hodnotu P (X = x), nebo hodnotu distribučńı funkce pro dané x, tj. F (x) = P (X ≤ x).

V prvńım př́ıpadě zadáme hodnotu 0, ve druhém př́ıpadě zadáme hodnotu 1. Zde chceme

vypoč́ıtat hodnotu pravděpodobnosti, zadali jsme č́ıslo 0.

Obrázek 1.5: Zadáńı hodnot funkce BINOMDIST

Vyplněné okno potvrd́ıme kliknut́ım na tlač́ıtko OK. V buňce A2 se nám zobraźı výraz

1E-05, či něco podobného. Toto je zápis v exponenciálńım tvaru a znamená č́ıslo 1 · 10−5, tj.

0,00001 – což znamená prakticky hodnotu nula. Nyńı najedeme kurzorem na dolńı pravý roh

buňky A2. Kurzor se změńı ze šipky na znaménko plus (+), klikneme na tento dolńı roh a t́ım

se vzorec nakoṕıruje do ostatńıch buněk s t́ım, že se ve vzorci vždy změńı odkaz na hodnotu x

– proto jsme ji v prvńım kroku zadávali pomoćı relativńıho odkazu, viz Obrázek 1.6.

Mı́sto pravděpodobnost́ı jednotlivých hodnot bychom mohli také cht́ıt vypoč́ıtat hodnoty

distribučńı funkce. Postup je skoro stejný, pouze při vyplňováńı posledńıho argumentu zadáme

hodnotu 1, viz Obrázek 1.7.
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Obrázek 1.6: Pro nakoṕırováńı vzorce do ostatńıch buněk klikněte na dolńı pravý roh buňky s

vytvořeným vzorcem

Obrázek 1.7: Hodnoty distribučńı funkce źıskáme zadáńım hodnoty 1 do posledńıho řádku okna

Z výsledk̊u v tabulce můžeme vyč́ıst mnoho informaćı, viz Obrázek 1.7. Např́ıklad je zde

uvedena informace, že

• pravděpodobnost sestřeleńı právě dvou terč̊u je rovna 0, 0081,

• pravděpodobnost sestřeleńı všech pěti terč̊u je rovna 0, 59049,

• nejvyšš́ı pravděpodobnost má zásah všech pěti terč̊u,

• pravděpodobnost zásahu nejvýše dvou terč̊u je rovna 0, 00856,

• pravděpodobnost zásahu nejvýše čtyř terč̊u je rovna 0, 40951.

Zde naleznete videonávod k výpočtu.
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Př́ıloha č. 2: Výpočet náhodné veličiny s hypergeometrickým rozděleńım pomoćı

Excelu

V této př́ıloze si poṕı̌seme postup při určováńı pravděpodobnosti hodnot náhodné veličiny

s hypergeometrickým rozděleńım pravděpodobnosti. Postup si ukážeme na Př́ıkladu 1.40 na

straně 22

1.69. Určitý typ součástek je dodáván v séríıch po 50 kusech. Při přej́ımaćı kontrole je z

každé série náhodně vybráno 5 výrobk̊u ke kontrole. Tato kontrola je přitom prováděna tak,

že výrobek je podroben destrukčńı zkoušce. Vı́me, že v sérii je deset vadných kus̊u. Potom

počet vadných kus̊u mezi pěti vybranými výrobky je náhodnou veličinou s možnými hodnotami

M = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Řešeńı: Ze zadáńı plyne, že náhodná veličina počet vadných kus̊u mezi pěti vybranými výrobky

má hypergeometrické rozděleńı pravděpodobnosti, kde N = 50, M = 10, n = 5. Popǐsme

si postup výpočtu v programu Excel. Začátek je stejný jako v př́ıloze č. 1. na straně 34.

Vytvoř́ıme základńı tabulku, zaṕı̌seme možné hodnoty náhodné veličiny a necháme program

spoč́ıtat pravděpodobnosti těchto hodnot. Možné hodnoty jsou 0, 1, 2, 3, 4, 5; tyto naṕı̌seme

do jednotlivých buněk pod sebe. Do druhého sloupce vlož́ıme pravděpodobnosti př́ıslušných

hodnot následuj́ıćım zp̊usobem. Označ́ıme (vybereme) buňku vedle prvńı hodnoty x, kliknut́ım

na symbol fx vyvoláme okno Vložit funkci, vybereme kategorii statistických funkćı a z nab́ıdky

funkćı vybereme položku HYPGEOMDIST.

Funkce HYPGEOMDIST má celkem čtyři argumenty k vyplněńı, viz Obrázek 1.8.

Obrázek 1.8: Zadáńı hodnot funkce HYPGEOMDIST

Prvńım je tzv. Úspěch (nápověda – počet úspěšných pokus̊u ve výběru) - obecně se jedná

o hodnotu náhodné veličiny, pro kterou poč́ıtáme pravděpodobnost. Do poĺıčka kliknut́ım na

buňku A2 zadáme relativńı odkaz na buňku, ve které se nacháźı hodnota x (odkaz lze zadat i

ručně vypsáńım).

Druhý argument má název Celkem (nápověda – velikost výběru) a znamená počet opakováńı

náhodného pokusu. V našem př́ıpadě se jednalo o výběr pěti výrobk̊u, je tedy doplněno č́ıslo 5.

Třet́ı argument se jmenuje Základ-úspěch, (nápověda – počet úspěšných pokus̊u v základńım

souboru) a představuje počet prvk̊u s danou vlastnost́ı v základńım souboru. V základńı souboru
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je celkem 10 vadných výrobk̊u, zadáme č́ıslo 10.

Posledńı argument Základ-celkem (nápověda – velikost základńıho souboru) je roven počtu

všech prvk̊u v základńım souboru. Série obsahuje 50 výrobk̊u, prot zadáme č́ıslo 50.

Vyplněné okno potvrd́ıme kliknut́ım na tlač́ıtko OK. V buňce A2 se objevila př́ıslušná hod-

nota pravděpodobnosti. Nyńı vzorec zkoṕırujeme do ostatńıch buněk ke zbývaj́ıćım hodnotám

náhodné veličiny např. tak, že kursorem najedeme na dolńı pravý roh buňky A2. Kurzor se

změńı ze šipky na znaménko plus (+), klikneme na tento dolńı roh a t́ım se vzorec nakoṕıruje

do ostatńıch buněk.

Z výsledk̊u v tabulce můžeme vyč́ıst mnoho informaćı, viz Obrázek 1.9. Např́ıklad je zde

uvedena informace, že

Obrázek 1.9: Výsledky př́ıkladu vypočtené pomoćı HYPGEOMDIST

• pravděpodobnost výskytu dvou vadných výrobk̊u ve výběru je rovna přibližně 0, 21,

• pravděpodobnost výskytu čtyř vadných výrobk̊u ve výběru je rovna přibližně 0, 004,

• nejvyšš́ı pravděpodobnost má výskyt jednoho vadného výrobku.

Zde naleznete videonávod k výpočtu.
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Př́ıloha č. 3: Výpočet náhodné veličiny s poissonovým rozděleńım pomoćı Excelu

V této př́ıloze si poṕı̌seme postup při určováńı pravděpodobnosti hodnot náhodné veličiny

s poissonovým rozděleńım pravděpodobnosti. Postup si ukážeme na Př́ıkladu 1.54 na straně 28

a vypočteme pravděpodobnosti pro některé daľśı hodnoty.

1.70. K pokladně v supermarketu přistouṕı pr̊uměrně 5 zákazńık̊u během deseti minut. Určeme

pravděpodobnosti několika prvńıch hodnot náhodné veličiny počet zákazńık̊u u pokladny během

deseti minut.

Řešeńı: Ze zadáńı plyne, že náhodná veličina počet zákazńık̊u u pokladny během deseti minut

má poissonovo rozděleńı pravděpodobnosti, kde λ = 5. Začátek bude opět podobný jako v

předešlých př́ılohách. Vytvoř́ıme základńı tabulku, zaṕı̌seme několik prvńıch hodnot náhodné

veličiny (obecně neńı počet zákazńık̊u u pokladny shora ohraničen) a necháme program spoč́ıtat

pravděpodobnosti těchto hodnot. Možné hodnoty budeme uvažovat 0, 1, 2, 3, 4, 5 . . . , 12, 13;

tyto naṕı̌seme do jednotlivých buněk pod sebe.

Do druhého sloupce vlož́ıme pravděpodobnosti př́ıslušných hodnot následuj́ıćım zp̊usobem.

Označ́ıme (vybereme) buňku vedle prvńı hodnoty x (v našem př́ıpadě se jedná o buňku A2),

kliknut́ım na symbol fx vyvoláme okno Vložit funkci, vybereme kategorii statistických funkćı a

z nab́ıdky funkćı vybereme položku POISSON.

Funkce POISSON má celkem tři argumenty k vyplněńı, viz Obrázek 1.10.

Obrázek 1.10: Zadáńı hodnot funkce HYPGEOMDIST

Prvńı argument mná označeńı X (nápověda – počet událost́ı) - opět se jedná o hodnotu

náhodné veličiny, pro kterou poč́ıtáme pravděpodobnost. Do poĺıčka kliknut́ım na buňku A2

zadáme relativńı odkaz na buňku, ve které se nacháźı hodnota x (odkaz lze zadat i ručně

vypsáńım).

Druhý argument má název Středńı (nápověda – předpokládaná č́ıselná hodnota, kladné

č́ıslo) a znamená středńı (očekávanou) hodnotu náhodné veličiny. V našem př́ıpadě v pr̊uměru

chod́ı 5 zákazńık̊u za 10 minut, je tedy doplněno č́ıslo 5.

Posledńı argument Součet určuje, zda-li chceme vypoč́ıtat pravděpodobnost dané hodnoty

x, tj. hodnotu P (X = x), nebo hodnotu distribučńı funkce pro dané x, tj. F (x) = P (X ≤ x).
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V prvńım př́ıpadě zadáme hodnotu 0, ve druhém př́ıpadě zadáme hodnotu 1. Zde chceme

vypoč́ıtat hodnotu pravděpodobnosti, zadali jsme č́ıslo 0.

Vyplněné okno potvrd́ıme kliknut́ım na tlač́ıtko OK. V buňce A2 se objevila př́ıslušná hod-

nota pravděpodobnosti. Nyńı vzorec zkoṕırujeme do ostatńıch buněk ke zbývaj́ıćım hodnotám

náhodné veličiny např. tak, že kursorem najedeme na dolńı pravý roh buňky A2. Kurzor se

změńı ze šipky na znaménko plus (+), klikneme na tento dolńı roh a t́ım se vzorec nakoṕıruje

do ostatńıch buněk.

Mı́sto pravděpodobnost́ı jednotlivých hodnot bychom mohli také cht́ıt vypoč́ıtat hodnoty

distribučńı funkce. Postup je skoro stejný, pouze při vyplňováńı posledńıho argumentu zadáme

hodnotu 1.

Z výsledk̊u v tabulce opět vyčteme mnoho informaćı, viz Obrázek 1.11. Např́ıklad je zde

uvedena informace, že

Obrázek 1.11: Výsledky př́ıkladu vypočtené pomoćı HYPGEOMDIST

• pravděpodobnost př́ıchodu tř́ı zákazńık̊u během deseti minut je rovna přibližně 0, 14037,

• pravděpodobnost př́ıchodu nejvýše tř́ı zákazńık̊u během deseti minut je rovna přibližně

0, 26503,

• nejvyšš́ı pravděpodobnost (modálńı hodnotu) má př́ıchod čtyř nebo pěti zákazńık̊u během

deseti minut.

Zde naleznete videonávod k výpočtu.
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