Kapitola 1

Nahodna velicina, rozdéleni

0~ O

pravdépodobnosti nahodné veliciny

V této kapitole se budeme zabyvat pojmem ndhodnd veli¢ina a vlastnostmi ndhodné veli¢iny.
Budeme piitom vychézet z videopfedndsek v Moodlu, které pfipravila prednésejici dr. Simsové
- tzn. Ze byste tato videa méli mit shlédnuta, nez zacnete ¢ist tento text. Po prostudovani
kapitoly byste méli byt schopni:

e rozumét pojmu ndhodnd veli¢ina,

e pii zadéni konkrétniho piikladu nahodné veli¢iny urcit jeji vybérovy prostor,

e rozliSovat diskrétni ndhodnou veli¢inu a spojitou ndhodnou veli¢inu,

e rozumét pojmu pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné veliciny,

e rozumét pojmu distribucéni funkce ndhodné veliciny,

e rozumét pojmu rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni nahodné veli¢iny,

e pracovat s charakteristikami diskrétni ndhodné velic¢iny, mezi které patii zejména:

— prvni obecny moment, tedy stiedni hodnota ndhodné veli¢iny,
— druhy obecny moment ndhodné veliciny,
— druhy centrovany moment, neboli rozptyl ndhodné velic¢iny,

— smérodatnd odchylka ndhodné veli¢iny,

modalni hodnota, neboli modus ndhodné veli¢iny,

— p% kvantil ndhodné veli¢iny,
e pracovat s pojmem nahodné veli¢ina s alternativnim rozdélenim pravdépodobnosti,
e pracovat s pojmem ndhodnd veli¢ina s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti,
e pracovat s pojmem nahodné veli¢ina s Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti,

e pracovat s pojmem ndhodnd veli¢ina s hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti.



1.1 N&ahodna velic¢ina, pravdépodobnostni funkce

V nize uvedeném piikladu pfedstavime pojmy ndhodné veli¢ina, vybérovy prostor ndhodné
veli¢iny a pravdépodobnostni funkce (téz funkce pravdépodobnosti) ndhodné veli¢iny.

1.1. Studenti sklddaji pisemku sestavajici ze ti{ tloh. Za kazdou z nich mohou ziskat az dva
body. Celkem tedy mohou pii pisemce ziskat nejvyse Sest bodu. Vime, ze jeden student ziskal
0 bodt, dva ziskali 1 bod, 4 studenti ziskali 2 body, Sest studentu 3 body, ¢tyfi studenti 4 body,
dva studenti 5 bodu a jeden student 6 bodu. Ndhodnym pokusem je ndhodny vybér jedné
pisemky. Oznactme symbolem X pocet bodiu, které mé tato vybrana pisemka. Jaké hodnoty X
muzeme oc¢ekavat a jaké jsou jejich pravdépodobnosti?

Reseni: Ze zadani plyne, ze veli¢ina X nabyvé hodnoty pouze z mnoziny M = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Muze tedy byt X =0, resp. X =1, ..., X =6.

Vypocteme pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana pisemka je ohodnocena nula body. Mate-
maticky tuto situaci vyjadiime zdpisem P(X = 0). Tedy symbol P(X = 0) znamend pravdépo-
dobnost jevu, ze X bude rovno nule. Podobné, symbol P(X = 1) znamend pravdépodobnost, ze
X bude rovno jedné; tedy pravdépodobnost, ze pfi ndhodném vybéru jedné pisemky vytahneme
tu s jednim bodem.

Pro vypocet pravdépodobnosti uvedeme hodnoty ze zadani do pfehledné tabulky, viz Ta-
bulka 1.1. Z tabulky snadno vyéteme, ze studentt je celkem 20. Pisemku s nulou bod napsal

pocet bodu z pisemky 011|234 |5]|6 | celkem

pocet zakl s danym poctem bodu || 1 |2 |4 |6 |4 ]2 |1 20

Tabulka 1.1: Pocty studentu s danym poc¢tem bodu z pisemné prace

jeden z nich, proto pravdépodobnost vybéru pisemky s nulou bodu je rovna
1
PX=0)=—=0,05.
(X=0)= 5 =0,
Podobnym zpusobem ur¢ime, ze (viz ostatni hodnoty v Tabulce 1.1)

2 4 6
P(X=1)=5=010, P(X=2)==020, P(X=3)= =030,

4 2 1
P(X=4)= =020, P(X=5)=_5=010, ,P(X=6)= ;=005

Dale tedy v této tloze budeme pouzivat symbol X pro oznaceni veli¢iny znamenajici pocet
bodu z pisemné prace, symbol = pro konkrétni hodnotu této veli¢iny a oznaceni P(X = z) = p
bude znamenat, ze pravdépodobnost ze veli¢ina X je rovna konkrétnimu ¢éislu z, ma hodnotu p.
Nalezené vysledky jsou shrnuty v Tabulce 1.2.

T 0 1 2 3 4 ) 6 | X
P(X==x) | 0.05]0.10 | 0.20 | 0.30 | 0.20 | 0.10 | 0.05 | 1

Tabulka 1.2: Pravdépodobnosti konkrétnich hodnot veli¢iny X

Prestoze jsme v piikladu pocitali pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych situaci, podstata
tlohy spoc¢iva v né¢em jiném - v zavedeni a osvojeni si nazvoslovi a symboliky pouzivané v sou-
vislosti s ndhodnou veli¢inou. Zde symbol:



e X ...vyjadfuje oznaceni konkrétni ndhodné velic¢iny (v dalsim textu budeme k oznaceni
ndhodné veli¢iny pouzivat pravé tento font pisma),

e z ...znamend konkrétni hodnotu veli¢iny X, kterou jsme obdrzeli pii realizaci konkrétniho
nahodného pokusu,

e P(X =) ...uvadi hodnotu pravdépodobnosti, ze ndhodna veli¢ina X pfi konkrétni rea-
lizaci nadhodného pokusu nabude hodnotu z.

U‘loh‘y k samostatnému procviceni

V nasledujicich tlohach uréete mnozinu M moznych hodnot ndhodné veli¢iny X a pokud je to
ze zadani mozné, vypoctéte hodnoty pravdépodobnostni funkce pro jednotlivé hodnoty x.

1.2. Nédhodnym pokusem je hod dvéma hracimi kostkami. Nahodnd veli¢ina X méa hodnotu
jedna, pokud na obou kostkach padla stejna ¢isla, a hodnotu nula, pokud padla riazna cisla.

1.3. Nadhodnym pokusem je hod dvéma hracimi kostkami. Ndhodnou velicinou X je pocet
sudych ¢isel, kterd pfi jednom hodu padnou.

1.4. Nahodnym pokusem je hod dvéma hracimi kostkami. Nahodnou veli¢inou X je soucet ¢isel,
kterd pfi jednom hodu padnou.

Vsimneéte si, ze ve vSech tiech piedchozich tlohach byla ndhodnym pokusem stéle stejna
situace a pokazdé jsme dokazali ndhodnou veli¢inu definovat riznym zpusobem. Ve vSech téchto
piikladech byste méli byt schopni urcit pravdépodobnostni funkci.

1.5. Ndhodnym pokusem je piichod na autobusovou zastavku a ¢ekani na piijezd autobusu,
ktery jezdi v pravidelnych intervalech po 20 minutach . Ndhodnou veli¢inou X je doba, po kterou
musime ¢ekat, nez ptijede autobus, na ktery ¢ekame.

1.6. Nahodnym pokusem je piichod na autobusovou zastavku a ¢ekani na piijezd autobusu.
Nédhodnou velicinou X je pocet autobusu jinych linek, které zastavily na zastavce do pifjezdu
,haseho* busu.

1.7. Ndhodnym pokusem je piejimka zbozi. Nahodnou velicinou X je pocet vadnych kusu
v zasilce.

1.8. Nahodnym pokusem je pfejimka zbozi. Nahodnou veli¢inou X je celkova hmotnost zasilky.

V pfedchozich tlohéch se opét nékteré ndhodné pokusy opakovaly a byli jsme schopni k nim
stanovit ruzné ndhodné veli¢iny. V poslednich étyfech prikladech méme malo informaci k tomu,
abychom uréili pravdépodobnostni funkci. Vsimnéte si, ze v Prikladech 1.5 a 1.8 mnozina M
vSech moznych hodnot x veliciny X odpovidala intervalu redlnych ¢isel, ve zbylych piipadech
se mnozina M dala urcit vyctem hodnot.

Definice 1.1.1. Méjme dén néjaky ndhodny pokus a s nim spojeny prostor vSech elementarnich
jevi . VytvoFme rozklad mnoziny €2, tj. uplny systém ndhodnych jeva Ai, As, As, ..., A,
tak, aby kazdému ndhodnému jevu A;, As, As, ..., A, bylo mozné piitadit jistou ¢iselnou hod-
notu. Timto pfitazenim ¢isla jednotlivym jevam jsme vytvorili tzv. ndhodnou velicinu. Nahodné
veli¢ina je zobrazeni podmnozin z daného rozkladu mnoziny €2 na mnozinu redlnych éisel.
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K ilustraci Definice 1.1.1 si ukazme toto zobrazeni v piipadé ndhodné veli¢iny z Piikladu 1.2.
Mnozinu €2 zde tvori vsechny dvojice moznych vysledki hodu dvéma kostkami. Bod na pozici
[2, 3] predstavuje ten vysledek ndhodného pokusu, pii kterém na prvni kostce padla dvojka a

6 ® e ° o ® e
X=0
5 ° ° ° e ° °
4 ] ° ° o e °
P =
3 (] ® ° ° ® ®
2 ® ® 0 <) ® ®
X=0
1 ) ° ° © ° °
0 1 2 3 4 5 6

Obrézek 1.1: Rozklad mnoziny 2 na uplny systém ndhodnych jeva v Piikladu 1.2

na druhé kostce trojka. Ze zadani je ziejmé, ze prostor vSech elementarnich jevi tvoii celkem
36 prvku: Q = {[1,1],[1,2],[1,3],...[6,5],[6,6]}, kde ve vyrazu [z, y] symbol z znamend ¢islo
padlé na prvni kostce, y znamend ¢islo padlé na druhé kostce. Mnozina {2 se ndm rozpadne na
dvé podmnoziny.

V prvni (na Obrazku 1.1 jsou body (spiSe puntiky, ale to nechme stranou) reprezentujici
tuto podmnozinu vyznaceny Cervenym podbarvenim a samotné body maji ¢ervenou barvu) se
nachézeji prvky symbolizujici pripady, kdy na obou kostkach padla stejnd ¢isla:

[1,1], [2,2], [3,3], [4,4], [5,5], [6,6],

pro které je X = 1. Zbyvajici body predstavuji pfipady, kdy na prvni kostce padlo jiné ¢&islo
nez na druhé kostce. Ty maji modré podbarveni a body jsou na obrazku vyznaceny modrou
barvou. Pro tyto modré body je X = 0.

Volné fe¢eno — mnozina ) se nam rozpadla na dvé ¢asti — modrou a ¢ervenou — kde modré
prifazujeme hodnotu X = 0 a Cervené Casti prifazujeme hodnotu X = 1. Tolik tedy ke smyslu
Definice 1.1.1.

1.1.1 Déleni na diskrétni a spojitou nahodnou veli¢inu

V nésledujici ¢asti obéas pouzijeme slovni spojeni spocetnd mnoZina. O mnoziné muzeme Fici,
ze je spocetnd, pokud lze prvkim této mnoziny pfifadit pfirozend cisla tak, aby kazdy pr-
vek mnoziny mél pfifazeno prirozené &islo a zadné piirozené ¢islo se pfitom nepouzilo vice
nez jednou. V podstaté jde o to, ze spoCetnd mnozina je takovd mmnozina, ve které muzeme
stanovit potadi jejich prvkua - toto je prvni prvek mnoziny, druhy prvek mnoziny, tieti prvek
mnoziny, ... Takovd mnozina muze mit nekonetné mnoho prvku - stejné jako mnozina vsech
prirozenych ¢isel. Piikladem spocetnych mnozin jsou napf. mnozina vSech sudych ¢isel, mnozina
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vSech prvocisel atd. Na druhou stranu — ne kazda mnozina s nekone¢né mnoha prvky je spocetna.
Napiiklad jakykoli neprazdny interval redlnych ¢isel je nespocetnd mnozina.

Nahodné veli¢iny muzeme dle charakteru jejich hodnot délit dva zakladni typy:

o diskrétni ndhodna veli¢ina (mnozina M je ddna vyétem hodnot),

e spojitd ndhodnd veli¢ina (mnozina M odpovidé intervalu redlnych cisel).
Definice 1.1.2. Diskrétni ndhodna veli¢ina nabyva hodnoty pouze z kone¢né nebo spocetné
mnoziny.

Priklady diskrétni ndhodné veli¢iny:

e ¢islo padlé pii hodu kostkou ... M = {1, 2, 3, 4, 5, 6},

e pocet zmetku vyrobenych na vyrobni lince za jednu hodinu ... M = {0, 1, 2, 3, ...},

e pocet prodanych novin ve stanku za jeden den ... M = {0, 1, 2, 3, 4, ...},

e pocet bodu z pisemky ze statistiky u ndhodné vybraného studenta ... M = {0, 1, ..., 15}.

Definice 1.1.3. Spojitd ndhodna veli¢ina nabyva libovolnou hodnotu z kone¢ného nebo ne-
konecného intervalu realnych ¢isel.

Priklady spojité ndhodné veli¢iny:

e doba ¢ekéni na obsluhu ... M = (0,T) (kde T je konstanta zavisla na rychlosti obsluhy,
resp. mife nasi trpélivosti),

e rozmér ndhodné vybrané soucastky,
e vydrz baterie od posledniho nabiti,

e hmotnost nahodné vybraného ¢lovéka.

Ijlohy k samostatnému procviceni
1.9. Vrafte se k Pifkladu 1.2 az Pifkladu 1.8 a rozhodnéte, zda nahodné veliciny uvedené

v téchto pfikladech jsou diskrétni ¢i spojité nahodné veliciny.

1.10. Nahodnym pokusem je prodej jahod balenych v kosiku. Nahodnou veli¢inou X je hmot-
nost jahod v jednom prodaném kosiku. Rozhodnéte o typu (diskrétni x spojitd) ndhodné

veli¢iny.

1.11. Nahodnym pokusem je prodej jahod balenych v kosiku. Nahodnou veli¢inou X je mnozstvi
jahod v jednom prodaném kosiku. Rozhodnéte o typu ndhodné veli¢iny.

1.12. Nédhodnym pokusem je prodej a nakup akcii na burze. Ndhodnou veli¢inou X je cena
jedné akcie konkrétni firmy na konci obchodniho dne. Rozhodnéte o typu ndhodné veliciny.
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1.1.2 Zakon rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni nahodné velic¢iny

V této kapitole se vratime k piikladu, ktery pouzila dr. Simsové ve videopiednasce a budeme
demonstrovat zakon rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni nahodné veli¢iny.
Jiz vime, zZe jevy, které tvoii rozklad mnoziny €2, jsou navzajem neslucitelné. Pro pravdépo-
dobnost jejich sjednoceni plati
P(AjUAyU...UA,)=P(A))+ P(A2)+...+ P(4,).
Sjednoceni v8ech jevu, které tvoii rozklad mnoziny €2, je rovno pfimo mnoziné ) a vime, ze
P(Q2) =1 (jednd se o jisty jev).
Veéta 1.1.4. Zakon rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veliciny X rikd
Y PA)= ) PX=ug)=1 (1.1)
el z,EM
1.13. Nédhodnym pokusem je hod dvéma kostkami. Nahodnou veli¢inou X je pocet Sestek,

které pti hodu padly. Uréeme mozné hodnoty ndhodné veli¢ciny X a pravdépodobnostni funkci
nédhodné veli¢iny X. Ovéime zdkon rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veli¢iny.

Resend: Mnozinu Q nyn{ zndzornime dalsfm moznym zptisobem — jako uspoiddané dvojice ¢isel
v Tabulce 1.3, kde prvni hodnota tika jaké ¢islo padlo na prvni kostce a druhd hodnota uvadi
jaké cislo padlo na druhé kostce. Mnozina §2 se nyni rozpadla na tii ¢asti, které jsme barevné

L1213 1,4]1,5]1,6
2,112,2023[24]25]26
3,113,2[3,3[3,4(3,5]3,6
414,214,344 4,5]4,6
5,1152]53[54]55]5,6
6,1]6,2]6,3[6,4]6,5]6,6

Tabulka 1.3: Zobrazeni vysledki hodu dvéma kostkami

zvyraznili. Cervenym pismem jsou vyznaceny ty piipady, kdy je X = 0, zelenym pismem jsou
vyznaceny ty pripady, kdy je X = 1 a modrym pismem je vyznacen pfipad X = 2. Mnozina
M moznych hodnot ndhodné veli¢iny méa tii prvky a plati M = {0, 1, 2}. Vzhledem k poé¢tu
jednotlivych ptipada v Tabulce 1.3 snadno odvodime nasledujici pravdépodobnosti.

A1 ... nehozena ani jedna Sestka e X=0 . P(X=0)=25/36
Ay ... hozena jedna Sestka . X=1 e P(X=1)=10/36
As ... hozeny dvé Sestky X=2 P(X=2)=1/36

Nyni ovérime, zda plati zdkon rozdéleni pravdépodobnosti (coz je nadsdzka — vime, ze plati).

Je 2% 10 1 36

> P(X:xi):P(X:O)+P(X:1)+P(X:2):%4_%4_7

x; €M

:—:1
36 36

Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny muzeme znédzornit graficky, viz Obrazek 1.2.
Na vodorovné ose lezi hodnoty x, na svislé ose nandsime pravdépodobnosti jednotlivych hod-
not x. Zde je % = 0.69, % =0.28 a % = 0.03. Vzhledem k tomu, ze sitka jednotlivych sloupcu
je rovna jedné, je soucCet obsahu vyznacenych obdélnika roven jedné.
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Obrézek 1.2: Rozdéleni pravdépodobnosti mezi jednotlivé hodnoty ndhodné veli¢iny X

1.2 Charakteristiky nahodné veliciny

1.2.1 Modus (modalni hodnota) ndhodné veliciny

Definice 1.2.1. Nejpravdépodobnéjsi hodnotu ndhodné veli¢iny X nazyvame modus ndhodné
veli¢iny X. Je to hodnota z ndhodné veli¢iny X, kterd méa nejvyssi pravdépodobnost, zZe nastane.

1.14. Uréime modus ndhodné veli¢iny uvedené v Piikladu 1.13.

Resend: K uréeni modélni hodnoty potfebujeme znat pravdépodobnosti jednotlivych hodnot
ndhodné veli¢iny. Tyto uréime z pravdépodobnostni funkce P(X = z), kratce P(z). Vime, ze

plati
25
% xr = O,
10
— =1,
PX=zx)=P(z)=¢ 36
1
— =2
36 e
L 0 ... prozbyvajici hodnoty .

Porovnanim hodnot pravdépodobnosti vidime, ze nejvyssi pravdépodobnost nastava pro x = 0,
proto je modéalni hodnotou ndhodné veli¢iny ¢islo nula, tj. £ =0 .

Ijlohy k samostatnému reSeni

1.15. Vypoctéte modélni hodnotu pro ndhodnou veli¢cinu uvedenou v Piikladu 1.2 na strané 3.
1.16. Vypoctéte modélni hodnotu pro ndhodnou veli¢inu uvedenou v Piikladu 1.3 na strané 3.

1.17. Vypoctéte modélni hodnotu pro ndhodnou velicinu uvedenou v Piikladu 1.4 na strané 3.

1.2.2 Distribuc¢ni funkce nadhodné veli¢iny

Definice 1.2.2. Distribucéni funkce F(x) ndhodné veliciny X uvadi, jaka je pravdépodobnost,
ze ndhodna veli¢cina X nabude hodnotu nejvyse x, tj.

F(z) =P(X<ux).
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1.18. Nalezneme piedpis distribuéni funkce pro ndhodnou veli¢inu z Piikladu 1.13.

Reseni: Pouzijeme vysledky dané tlohy. Vime, ze pravdépodobnost je nenulova pouze v hod-
notach z = 0, x = 1 a = = 2. To znamend, ze napiiklad v piipadu F(1,4) = P(X < 1,4)
muzeme zapocitat pouze ty hodnoty x < 1,4, které maji nenulovou pravdépodobnost. To jsou
hodnoty x =0 a = 1. Proto

25 10 35
F(1,4) =P(X<1,4) = P(X=0)+ P(X=1) = oo + 50 = o

Mezi vyznamné hodnoty distribu¢ni funkce patii nésledujici piiklady.

F(z)=PX <)

F(O):P(XSO)ZP(O)Z%
F(1):P(X§1)=P(0)+P(1):% %Z%
F(z):P(X§2):P(0)+P<1)+P(2):§75; £+%:%:1

S uvazenim vyse uvedenych poznamek dostavame pro zadanou ndhodnou veli¢inu X néasledujici
predpis distribuéni funkce F'(z).

0 ... <0
2
—5 o 0«1l
. 36
F(z) = 35
— . 1<z <?2
36 =7
1 ... 2<z

fJ'lohy k samostatnému resSeni

1.19. Urcete pfedpis distribu¢ni funkce pro ndhodnou veli¢inu uvedenou v Piikladu 1.2 na
strané 3.

1.20. Urcete ptedpis distribuéni funkce pro ndhodnou veli¢inu uvedenou v Piikladu 1.3 na
strané 3.

1.21. Urcete ptedpis distribu¢ni funkce pro ndhodnou veli¢inu uvedenou v Piikladu 1.4 na
strané 3.

Naésledujici ulohy jsou vénovany pouziti distribuéni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny pii

feSeni slovnich 1dloh.

1.22. Ndhodnym pokusem je vybér osoby v urc¢ité oblasti. Ndhodna veli¢ina X predstavuje
pocet sourozencu této vybrané osoby. Pravdépodobnostni rozdéleni X je uvedeno v Tabulce 1.4.
Urcete predpis distribuéni funkce této nahodné veli¢iny a vypoctéte pravdépodobnost, ze pocet
sourozencui ndhodné vybrané osoby je:

a) mensi nez 3,



z 0 1 2 3 4 | X
P(X=x) 034|046 | 0.10 | 0.07 | 0.03 | 1

Tabulka 1.4: Rozdéleni pravdépodobnosti k Ptikladu 1.22

b) nejvyse roven 3,
c) alespon 3,
d) vétsi nez 1 a mensi nez 4.
Reseni: Ze zadani piikladu plyne, Ze distribuéni funkce bude své hodnoty ménit pouze pro

r=0,z=1, =2 =3 ax =4, vostatnich hodnotach x je pravdépodobnost rovna nule.
Proto naptiklad

F(2,7)=P(X<2,7)=PX=0)+PX=1)+P(X=2)=0,34+0,46 + 0,10 = 0, 90.

Pro predpis F'(x) tak plati:

(0 ... <0
034 ... 0<z<1
080 ... 1<x<?2
Flo) = 090 ... 2<x<3 ... aproto F(2,7)=0,90
097 ... 3<xr<4
1 ... 4<z

Déle se budeme vénovat podilohdm a) az d).

a) Pravdépodobnost, ze pocet sourozencu X ndhodné vybrané osoby je mensi nez 3 znamend
P(X<3)=P0)+P(1)+ P(2) =0,34+ 0,46 + 0,10 = 0, 90.

b) Pro pravdépodobnost, Ze pocet sourozencu X je nejvyse roven 3, plati nasledujici rovnosti
P(X<3)=P(0)+P(1)+ P(2)+ P(3) =0,34+ 0,46 + 0,10+ 0,07 = 0, 97.

¢) Pro pravdépodobnost, ze pocet sourozencu X je roven alespon 3, plati nasledujici rovnosti
P(X>3)=P(3)+ P(4) =0,07+ 0,03 =0, 10.

d) Pro pravdépodobnost, ze pocet sourozencu X je vétsi nez 1 a soucasné mensi nez 4, plati
P(1<X<4)=P(2)+P(3)=0,10+0,07=0,17.

1.23. Zjistéte, zda funkce P(z) muze byt pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X, kde

a) P(x)=1/4 prox=0,1,2, 3,

b) P(z)=1/3 proz =0,1, 2,3,

c) P(x)=xz/4 prox =0, 1, 3,

d) P(z) = (z—5)/10 pro x = 0, 5, 10, 15,
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e)

P(z) = 2%/10 proxz = —1, 0, 3.

Resend: Pfi hleddni odpovéd{ si musime uvédomit, jaké podminky musi spliiovat funkce, aby

mohla byt pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny.

e Pravdépodobnosti vsech hodnot veli¢iny X musi lezet v rozmezi od nuly (véetné) do jedné

(véetné), tj. 0 < P(x) < 1 — viz definice pojmu pravdépodobnost.

e Soucet pravdépodobnosti vSech hodnot musi byt roven jedné — viz zdkon rozdéleni pravdé-

podobnosti nahodné veliciny. Zde staéci secist pouze pravdépodobnosti, které jsou nenulové
— ty nulové do souc¢tu ni¢im nepfispéji.

V dalsich krocich proto budeme ovérovat tyto podminky a pokud je predpis funkce takovy,

ze s témito podminkami neni v rozporu, budeme jej povazovat za moznou pravdépodobnostni

funkei.

a)

Ptedpis funkce lze ,,prelozit do ¢estiny* timto zpusobem. Mozné hodnoty ndhodné veli¢iny
jsou pouze Cisla z =0, x =1, x = 2 a x = 3 a pravdépodobnost kazdé této hodnoty je
rovna i. Pravdépodobnosti pro ostatni hodnoty x jsou rovny nule. Prvni podminka je
splnéna. Pro ovéfeni druhé podminky sec¢teme vSechny nenulové pravdépodobnosti. Je
P(0) + P(1) + P(2) + P(3) = 1 + + + 1 + 1 = 1. Druhd podminka je také splnéna a
uvedend funkce muze byt pravdépodobnostni funkci.

Nyni jsou mozné hodnoty ndhodné veli¢iny opét pouze ¢islaz =0,z =1,z =2az =3 a
3
rovna nule. Prvni podminka je splnéna — hodnoty pravdépodobnosti jsou v rozmézi od

pravdépodobnost kazdé této hodnoty je rovna =, v ostatnich piipadech je pravdépodobnost

nuly do jedné. Druhou podminku ovéfime se¢tenim nenulovych pravdépodobnosti. Je

;EGZJ\;P(:U):P(O)+P(l)+P(2)+P(3):51”+i1’>+;’+;:§#1'

Soucet pravdépodobnosti vysel vyssi nez jedna, druhd podminka je porusena, a funkce
proto nemuze byt pravdépodobnostni funkci ndhodné velic¢iny.

Nyni jsou mozné hodnoty ndhodné veliciny pouze ¢isla x = 0, = 1 a « = 3. Prav-
dépodobnost kazdé této hodnoty zavisi na hodnoté z podle vzorce P(x) = §. Proto je
P(0) = % =0, P(1) = % a P(3) = %, v ostatnich piipadech je pravdépodobnost rovna
nule (a pro z = 0 vlastné také). Prvni podminka je splnéna — pravdépodobnosti vsech
hodnot x lezi v rozmez{ od nuly do jedné. K ovéfeni druhé podminky se¢teme nenulové

pravdépodobnosti. Je

3
=1
3

>~ =

> Plz)=P(1)+ P(3) =

zeM
Druhd podminka je také splnéna, funkce muze byt pravdépodobnostni funkci ndhodné
veli¢iny.
Mozné hodnoty ndhodné veli¢iny jsou ¢islaxz = 0,z = 5, x = 10 ax = 15. Pravdépodobnost

kazdé této hodnoty zavisi na hodnoté x podle vzorce P(z) = L2, Proto je P(0) = %2 =
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—3, P(5) = 53 =0, P(10) = 852 = 1 a P(15) = 1552 = 1, v ostatnich pifpadech (a
pro x = 5) je pravdépodobnost rovna nule. Pravdépodobnost hodnoty x = 0 ndm vysla
zépornd, je P(0) = —%, proto prvni podminka neni splnéna a funkce nemuze byt funkci
pravdépodobnosti. Toto plati dokonce pfesto, ze soucet pravdépodobnosti je roven jedné,
viz

-5 5 10 10

%P<x>=P<0>+P<10>+P<15>=10+10+1O:m:1

Funkce proto neni pravdépodobnostni funkeci.

e) Mozné hodnoty ndhodné veli¢iny jsou ¢isla z = —1, x = 0 a = = 3. To, Ze jedna z

hodnot je zaporna, nevadi — problémem by bylo, kdyby jeji pravdépodobnost vychazela
12

zéporna. Dosazenim do vzorce pro pravdépodobnost dostaneme P(—1) = % = %0,

P(0) = 1—3 =0a P(3) = % = ;&; pravdépodobnosti zbyvajicich hodnot jsou rovny nule.

Pravdépodobnosti vSech hodnot jsou v rozmezi od nuly do jedné, proto je prvni podminka

splnéna. Druhou podminku ovéiime souc¢tem nenulovych pravdépodobnosti. Je

Y P(z)=P(-1)+ P(3) = LR

= 10 10
Soucet pravdépodobnosti je roven jedné, druhd podminka je splnéna a funkce muze byt
pravdépodobnostni funkci ndhodné veliciny.

1.2.3 Momentové charakteristiky ndhodné velic¢iny

V této Gasti si pripomeneme a procvi¢ime pojmy obecny moment k-tého fddu a centrovany
moment k-tého fadu (viz videopfednaska dr. Simsové Diskrétni nahodnd veli¢ina 2 od ¢asu cca
5:22).

Definice 1.2.3. Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X s moznymi hodnotami =1, zs, ...,T, a
jejich pravdépodobnostmi p; = P(x;) = P(X = ;) definujeme k-ty obecny moment vztahem

my = Z a¥ . P(xy).

xr, €M

Velmi pouzivanym obecnym momentem je pruni obecny moment, kterému castéji fikdme
stredni hodnota a misto oznaéeni m{ pouzivdme k jeho oznaceni symbol u. Setkat se také
muzeme s oznacenim F(X) a ndzvem ocekdvand hodnota (z anglického vyrazu expected value),
viz nésledujici definice.

Definice 1.2.4. Pro diskrétni ndhodnou velicinu X s moznymi hodnotami i, zs, ...,z, a
jejich pravdépodobnostmi p; = P(x;) = P(X = ;) definujeme stfedni hodnotu F(X) vztahem

EX)=p= Y 2 Px). (1.2)
T, €M
Stiedni hodnotu ndhodné veli¢iny X 1ze chapat jako teoretickou hodnotu, ktera predpovida
prumeér z realizaci ndhodné veli¢iny pii dostateéné vysokém poctu opakovani piislusného na-
hodného pokusu — v tom smyslu, Ze ¢im vice pokustu probéhlo, tim vice se prumér z realizaci
nahodné veli¢iny blizi stfedni hodnoté této veli¢iny. Tuto poznamku upiesnime po vykladu tzv.
limitnich vét a jejich souvislosti v nékteré z nasledujicich prednasek.
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1.24. Néhodnym pokusem je hod spravedlivou kostkou. Ndhodnou veli¢inou X je éislo, které
na kostce padlo pfi tomto hodu. Vypoctéte stfedni hodnotu ndhodné veliciny X.

Resend: Mozné hodnoty X jsou ¢éisla padld na kostce, je tedy mnozina viech hodnot ndhodné
veliciny X rovna M = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Predpokldddme, ze kostka je spravedlivd, tj. vsechny
hodnoty padaji se stejnou pravdépodobnosti, a plati

Dosazenim do vzorce (1.2) dostaneme
EX)=pu= Z xi- P(z;) =21 P(x1) + 22 - P(x2) + ...+ 26 - P(xp)
z, €M

=1 1+2 1+3 1+4
6 6 6

| =

1,23 4.5 6
6 6 6 6 6 6
21 7

=2 =35.

6 2

Stredni hodnota vysla p = 3, 5, coz je v souladu s nasim o¢ekavanim. P¥i dostatecném poc¢tu opa-

kovani hodu totiz muzeme oc¢ekavat priblizné stejny pocet jednicek, dvojek, trojek, ..., Sestek

a prumeér z téchto hodnot bude blizky ¢éislu 3,5 (vypoététe si prumér z hodnot 1,2,3,4,5,6).
Podobné jako pro prvni obecny moment nahodné veliciny mame specidlni oznaceni i pro

druhy obecny moment ndhodné veli¢iny, viz definice .

Definice 1.2.5. Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X s moznymi hodnotami =1, zs, ...,T, a
jejich pravdépodobnostmi p; = P(x;) = P(X = z;) definujeme druhy obecny moment E(X?)
vztahem

E(X?) => a7 P(x:). (1.3)

Kromé obecnych momenta pracujeme i s tzv. centrovanymi momenty ndhodné veli¢iny.
Pripomeneme obecnou definici centrovaného momentu k-tého fadu a pak se budeme vénovat
nejdulezitéjsimu z centrovanych momentu — centrovanému momentu druhého fddu — tzv. roz-

ptylu, pro ktery pouzivame oznaceni D(X) nebo o2.

Definice 1.2.6. Pro diskrétni ndhodnou velicinu X s moznymi hodnotami i, zs, ...,x, a
jejich pravdépodobnosti p; = P(z;) = P(X = z;) definujeme k-ty centrovany moment vztahem

m&:Xj@—Emﬂﬂmmpd%m—Eij (1.4)

T, €M

Z Definice 1.2.6 plyne, Ze pfi vypoctu centrovanych momentu jiz musime znét stiedni hod-
notu E(X). Kazdou hodnotu x pak snizime o hodnotu E(X), tento rozdil umocnime na k-tou
mocninu, tuto mocninu vynasobime pravdépodobnosti hodnoty z. Tyto operace provedeme
se vemi hodnotami z a vysledky secteme. Konkrétni zpusob vypoctu si ukdzeme na piipadé
druhého centrovaného momentu — rozptylu.
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Definice 1.2.7. Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X s moznymi hodnotami z1, zo, ..., z, a
jejich pravdépodobnosti p; = P(x;) = P(X = z;) definujeme rozptyl D(X), resp. o2 vztahem

m?=D(X)=0?= Y [ — EX)]* P(e;) = B([x - BX)]). (1.5)
zr, €M

1.25. Nahodnym pokusem je hod spravedlivou kostkou. Nahodnou veli¢inou X je ¢&islo, které
na kostce padlo pfi tomto hodu. Vypoctéte rozptyl zadané ndhodné veli¢iny.

Resend: Navézeme na fesenf Pifkladu 1.24, ve kterém jsme pro tuto ndhodnou veli¢inu vypoéitali
stiedn{ hodnotu E(X) = 3,5. Ve vzorci (1.5) tak misto vyrazu E(X) muzeme uvazovat hodnotu
3,5. Tim dostaneme

DX)=0%= " [2;— B(X)]*: P(x:)

r, €M
=Y [2:—3,5)]" - P(x)
z, €M
1 1
:(1_3’5)2'6+(2_3’5)2'6+(3_3’5)2'*+(4_3’5)2'*+
1 1
+(5—3,5)2.6+(6—3,5)2.6
1 1 1 1 1 1
=(=2,5)% = 4+ (=1,5)2- = +(=0,5)% - = +(0,5)? - = +(1,5)% - = + (2,5)% - =
6,25 - 2,25 £ 40,252 40,25 % 42,25~ 46,25 -
e 7T e 7T 6 T 6 T 60 T 6
25 2,2 2 25 2,2 25 1 _
_ 625 225 025 025 22 6,25 _ 7,5:§:27916i2’92
6 6 6 6 6 6 6 12

Vypocet rozptylu lze zjednodusit pouzitim nésledujici véty.

Véta 1.2.8. Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X se stredni hodnotou E(X) a druhym obecnym
momentem E(X2) lze rozptyl D(X) vypocitat pomoci vztahu

D(X) = ¢? = B(X?) - [E(X)]°. (1.6)

Pouziti Véty 1.2.8 si ukdzeme novym vypoctem rozptylu ndhodné veli¢iny ze zadani z
Prikladu 1.25.

1.26. Nahodnym pokusem je hod spravedlivou kostkou. Nahodnou veli¢inou X je ¢islo, které na
kostce padlo pfi tomto hodu. Vypoctéte rozptyl zadané ndhodné veli¢iny pomoci vzorce (1.6).

Resent: Jiz vime, 7e zadand nahodnd veli¢ina m4 stiednf hodnotu E(X) = 3,5. Pro dosazeni do
vzorce (1.6) budeme potiebovat druhy obecny moment. Podle vzorce (1.3) plati

E(X*) = ) af Pz

T, €M
= af - P(a1) + a3 - P(xa) + a3 - P(xs) + o - P(aa) + 23 - P(xs) + a - P(xg)
1 1 1 1 1 1
—12.-492.2432.2442. 2 452.2462.2
6+ 6 6+ 6+ 6+ 6

L, 4,916 25 36 91
6 6 6 6 6 6 6
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Nyni jiz vime, ze E(X) = 3,5 =1 = 2l a E(X?) = 2 a miizeme dosadit do vzorce (1.6).
91  (/21\? 546 441 105 35
D) = = 502%) - 0P = - (§) - e

6 6 36 36 36 12

Vysledek D(X) vysel v obou piipadech (Pfiklad 1.25 i Piiklad 1.26) stejné a hodnota rozptylu

je rovna D(X) = 3.

Dalsi vyznamnou statistickou veli¢inou je smérodatnd odchylka ndhodné veli¢iny. Jeji definice
vychézi z veli¢iny rozptyl, viz nasledujici definice.

Definice 1.2.9. Smeérodatnd odchylka o ndhodné veliciny X je definovana jako odmocnina
z rozptylu této ndhodné veliciny, tedy

o = /D(X). (1.7)

1.27. Nahodnym pokusem je hod spravedlivou kostkou. Nahodnou veli¢inou X je ¢islo, které
na kostce padlo pfi tomto hodu. Vypoctéte smérodatnou odchylku zadané ndhodné veli¢iny.
35

Resent: Vyjdeme z jiz znamych vysledki. Vime, ze ndhodnd veli¢ina X mé rozptyl D(X) = 15

Pouzitim vzorce (1.7) dostaneme

a:m:,/%:m,gmiLn.

Smérodatna odchylka ndhodné velic¢iny X je rovna o = 1, 71.

1.28. Obsluha napojového automatu potiebuje zjistit, jak ¢asto ma dopliovat jisty druh nédpoje
v daném automatu. Na zakladé minulych idaju o prodeji odhadla obsluha automatu néasledujici
pravdépodobnostni rozdéleni veliciny X, kde ndhodna veli¢ina X znamend pocet lahvi daného

c [ 15161718192 [
P(z) | 0.10 [ 0.15 [ 030 [ 0.20 [ 0.15 [ 0.10 | 1

Tabulka 1.5: Pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X: pocet prodanych lahvi denné

napoje prodanych za jeden den, viz Tabulka 1.5. Vypoctéte stfedni hodnotu poétu prodanych
lahvi napoje za jeden den a rozptyl této veli¢iny.

Resend: Nejprve vypocteme stfedni hodnotu. Jsou zndmy hodnoty z i jejich pravdépodobnosti
P(x), proto muzeme piimo dosadit do vzorce (1.2).

EX)= ) x;-Px)

T, €M
=15-0,104+16-0,154+17-0,30+18-0,204+19-0,15+20-0,10
— 17,45

Sttedni hodnota poc¢tu prodanych lahvi denné vysla rovna 17,45 lahvi/den.
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Rozptyl ndhodné veli¢iny vypocteme ze vzorce (1.5). K tomu potfebujeme vypoéitat hodnotu
E(X?). K vypoétu E(X?) pouzijeme rovnici (1.3). Tim dostaneme

EX?) =Y a7 P(x;)
T, €M
=15%.0,10+16%-0,154 17%- 0,30 + 182 - 0,20 + 192 - 0,15 + 20% - 0,10

= 306,55
Nyni jiz muzeme dosadit do vzorce (1.5). Je
D(X) = E(X?) — [E(X)]? = 306.55 — (17.45)? = 2, 0475.

ndhodné veli¢iny X je roven pfiblizné D(X) = 2,05.
Ze znamého rozptylu ndhodné veli¢iny muzeme vypocitat také smérodatnou odchylku nahodné
veli¢iny

o =+/D(X) =+/2,0475 = 1,431.

Smérodatna odchylka ndhodné veli¢iny X je rovna pfiblizné o = 1, 43.

Komentafr k vysledkam tilohy Muzeme si samoziejmé klast otdazku, k cemu ndm vypoctené
hodnoty ,jsou”, tj. jaké je pouziti hodnot E(X), D(X), resp. o.

Vyznam stiedni hodnoty F(X), resp. u, spo¢ivd v odhadu, jaké je prumérné mnozstvi pro-
danych lahvi za den. Pak muzeme piiblizné odvozovat pocty prodanych lahvi za dva dny (2- u),
za tyden (7 - p), mésic (30 - u) atd. Odtud pravdépodobné plyne ekvivalentni nézev ocekdvand
hodnota. O tom, jak blizko budou tyto odhady skutecnym realizacim nahodné veli¢iny nam
podévaji informaci hodnoty D(X), resp. o. Asi tusite, ze ¢im niz$i budou obé hodnoty D(X)
a o, tim vice se skuteéné realizace ndhodné veli¢iny za dva dny, za tyden, mésic atd. budou
blizit vypocétenym hodnotdm. Vice se k tématu dozvite po vykladu tzv. limitnich vét a jejich
souvislosti.

1.29. Piedpokladejme hypotetickou situaci, pii které hrac sazi pii ruleté 100 K¢ stéle na ¢ernou
barvu. Ndhodné veli¢ina X predstavuje velikost jeho vyhry v kazdé kole hry. Vypoctéte stfedni
hodnotu E(X), rozptyl D(X) a smérodatnou odchylku o této ndhodné veli¢iny. Interpretujte
vyslednou hodnotu stiedni hodnoty této ndhodné veli¢iny.

Resend: Piipomenme relevantni informace k hie ruleta. Hru #di krupiér, ktery roztoci hraci
kolo s oc¢islovanymi pfihradkami a v protisméru otaceni kola do néj vhodi hraci kulicku. Ta
obihd po obvodu kola az se jeji rychlost tfenim snizi natolik, Zze kulicka spadne do nékteré
z ocislovanych piihradek v prostfedni ¢asti hraciho kola. Téchto prihrddek je (v tzv. evropské
verzi rulety) celkem 37 a jsou ocislovany ¢isly od 0 do 36. Piihradka s ¢islem 0 mé zelenou
barvu. Piihradky s ¢isly od 1 do 36 maji viceméné stiidavé ¢ervenou a cernou barvu; podle
toho, jakou barvu ma prihradka, do které padla kulicka, fikame, ze padla Cervend, ¢erna nebo
zelend barva. Upfesnéme, Ze cervenych prihradek je 18, ¢ernych prihradek je také 18.

Jednou ze sdzek, které hra¢ provadi, muze byt sdzka na barvu, kterd padne. V takovém
pripadé hra¢ polozi na hraci plan obnos symbolizujici vysi sazky na pole s ¢ervenou nebo ¢ernou
barvou (pozndmka: na zelenou barvu se nesazi — této situaci odpovidé sédzka na padnuti ¢isla 0).
Pokud hra¢ uhodne barvu, krupiér mu vréati jeho vklad a navic pfida vyhru ve vysi hracova
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vkladu. Pokud hra¢ barvu neuhodl, krupiér si vezme z hraciho planu hrac¢iv vklad a vénuje mu
maximalné litostivy ismév. Ve skutecnosti navic hra probiha tak, ze hri¢i misto s penézi hraji
pomoci Zetonu s jistou penézni hodnotou a krupiér mé profesionalné neutralni vyraz ve tvari.

Nyni jiz mame dostatek informaci k tomu, abychom mohli dlohu fesit. Pfipomenme, Ze
nahodnad veli¢ina X predstavuje velikost vyhry hrace v kazdé kole hry.

Uvazujme situaci, kdy hra¢ ma pied zahdjenim hry hotovost ve vysi 1000 Ké. Vsadi 100 K¢,
v tu chvili m4a u sebe hotovost ve vysi 900 Ké. Pokud vyhraje, krupiér mu vrati vklad 100 K¢ a
navrch pfida dalsich 100 K¢ jako vyhru. V takové situaci ma hra¢ po vyplaceni sazek hotovost
ve vy§i 1100 K¢ a jeho vyhra ¢ini 100 K¢é. Pokud hra¢ prohraje, krupiér si vezme jeho sdzku a
nic mu neda. V takové situaci ma hra¢ po vyplaceni sazek hotovost 900 K¢ a jeho ,,vyhra® éini
—100 Ke.

Mozné hodnoty ndhodné veli¢iny X proto jsou —100, nebo 100. Pfedpoklddame, Ze ruleta
je spravedliva, tj. kazdé ¢islo ma stejnou Sanci na padnuti. Hra¢ vyhraje 100 K¢, pokud padne
nékteré z 18 cernych ¢isel z celkového poctu 37 ¢isel. Pravdépodobnost vyhry je rovna

18

PX=100) = —.

Hra¢ prohraje, pokud mu padne nékteré ze zbyvajicich 19 ¢isel (1 zelené a 18 Cervenych).
Pravdépodobnost prohry, tj. vyhry —100 K¢, je

19
PX=-100) = —.
( )= 37
Pravdépodobnostni funkce tedy méa predpis
Lo .. z=-100,
P -
Znéme-li pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny, muzeme vypocitat jeji charakteristiky.
19 18
E(X)= ) x;- P(x;) = 21+ P(x1) + 23 - P(23) = (—=100) - -~ + 100 - -—
ot 37 37
_ 1900 n 1800 100 . 97
37 3r 3 T
Stfedni hodnota (o¢ekdvand hodnota) ndm vysla E(X) = —2,7. Tuto hodnotu muzeme inter-

pretovat jako ¢dstku, kterou hra¢ prumérné v kazdém kole hry ,vyhrava®. Jinymi slovy, hrac
prumérné pii kazdém kole hry ztraci 2,7 Ké. Dalsi vypocty jsou nésledujici.

19 18 190000 180000 370000
E(X*) = Y a}-P(x;) = (~100)* - =T 100 - - = + =

= = 10000
o 37 37 37 37

D(X) = E(X?) — [E(X)}2 = 10000 — (—2,7)% = 10000 — 7,29 = 9992, 71

o =+/D(X) =+/9992,71 = 99,96

Smeérodatna odchylka vysla ndsobné vétsi nez je stfedni hodnota. To ukazuje na znacnou vari-
abilitu moznych vysledkt a diky tomu se muze stat, ze obcas néktery hrac ,skonéi v plusu®. Je
nutné vsak mit na paméti, ze ¢astéji vyhrava kasino.
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1.2.4 Shrnuti kapitoly - tlohy k samostatnému reSeni

1.30

1.31

. Urcete, které z nésledujicich ndhodnych veli¢in jsou diskrétni, resp. spojité.
Pocet vadnych vyrobku v baleni 24 ks.
Pocet bodu, které ziskd FK Teplice na konci soutézniho roéniku.
Doba trvéani cviceni ze statistiky.
Pocet zakazniku, ktefi ptijdou k pokladné v supermarketu béhem jedné hodiny.
Hmotnost dataprojektoru v této mistnosti.
Pocet spravné urcéenych odpovédi v tomto cviceni.

Doba stravena c¢ekanim ,na zelenou u semaforu“ od doby zastaveni u semaforu po na-

skoceni zelené na semaforu.

. Néhodné velicina X pfedstavuje pocet padlych Sestek pfi hodu tfemi kostkami. Urcete

pravdépodobnostni funkci a distribuéni funkci této ndhodné velic¢iny.

1.32

. Néhodna velicina X predstavuje pocet padlych Sestek pii hodu tfemi kostkami. Stanovte

stfedni hodnotu E(X), rozptyl D(X) a smérodatnou odchylku o této ndhodné veli¢iny X.

1.33

. Ndhodna velicina X predstavuje pocet novinovych tituld, které si nahodné vybrany

zékaznik zakoupi v novinovém stanku. Pravdépodobnostni rozdéleni X je uvedeno v tabulce.

Urcete pravdépodobnost, ze pocet zakoupenych tituli u ndhodné vybraného zdkaznika je

0 1 2 3 4

P(z) | 0.3]0.5]0.15| 0.1 | 0.05

1.34

vetsi nez dva,

nejvyse roven dvéma,

alespon dva,

vétsi nez jedna a mensi nez tii.

. Vypoctéte sttedni hodnotu E(X), rozptyl D(X) a smérodatnou odchylku o ndhodné

veliciny z Piikladu 1.32.

1.35

. Nahodnd veli¢ina predstavuje pocet hodu kostkou do doby, nez padne Sestka. Zapiste

pravdépodobnostni funkci této veliciny a vypoctéte stfedni hodnotu FE(X), rozptyl D(X) a

smer

odatnou odchylku o této ndhodné velic¢iny.
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1.3 Dilezita rozdéleni diskrétni nahodné veliciny

1.3.1 Binomické rozdéleni

vvvvvv

veli¢iné s binomickym rozdelenim pravdépodobnosti. Pred vyslovenim definice uvedeme nékolik
ilustrac¢nich piiklada, které by mély pomoci rozeznat tento typ ndhodné veli¢iny.

Na tvod uvazujme nasledujici situaci. Ndhodnym pokusem je hod kostkou a ndhodny jev
A nastane, pokud pii tomto hodu padne Sestka. Snadno odvodime, ze pravdépodobnost jevu je
rovna P(A) = %. Nyni provedeme 10 hodu kostkou a pii kazdém hodu sledujeme, zda nastal
jev A, resp. kolikrat jev A béhem onéch 10 hodu nastal, tj. kolik Sestek padlo béhem deseti
hodu kostkou. Muze se stat, ze Sestka nepadla ani jednou (tj. pocet piipadu, kdy nastal jev
A je roven nule), muze se také stat, ze Sestka béhem deseti pokusu padla napiiklad dvakrét
(pak je pocet piipadu, kdy nastal jev A roven dvéma). Pro téchto 10 hodu kostkou tak muzeme
zavést ndhodnou velicinu X, jejiz hodnoty odpovidaji poctu padlych Sestek pii deseti hodech,
tj. odpovidaji poc¢tu piipadu, ve kterych nastal jev A. Mozné hodnoty této ndhodné velic¢iny
jsou M ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}.

Podobné muzeme uvazovat situaci, pfi které hdzime minci a sledujeme, zda padne rub ¢i
lic. Pokud padne rub, fekneme, ze nastal jev A. Pfedpokladejme, ze rub i lic maji stejnou
sanci padnout, pak je pravdépodobnost padnuti rubu pii jednom hodu rovna P(A) = % Nyni
budeme minci hazet dvacetkrat a budeme sledovat, kolikrat nastal jev A, tj. kolikrat padl rub.
Opét muzeme zavést ndhodnou veli¢inu X, jejiz hodnoty fikaji, kolikrat nastal jev A v sérii 20
ndhodnych pokusi, tj. kolik rubu padlo pii dvaceti hodech minci. Mozné hodnoty této nahodné
veliciny jsou M = {0, 1, 2, 3,4, 5, ..., 19, 20}.

Predpoklddejme, ze jisty biatlonista pii kazdém vystielu zasdhne ter¢ s pravdépodobnosti
p =0,9; tj. dlouhodobé mé tspésnost zasahu terce 90 %. Tento biatlonista piijede na stielnici a
st¥ili pétkrat na terc. Sledujeme, kolikrat se pii téchto péti pokusech trefil do terce. Nahodnou
veli¢inou bude pocet Uspésnych zdsahu pii péti vystielech na teré. Mozné hodnoty této nahodné
veliciny jsou M = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Vsechny uvedené situace maji spolec¢ny rys, ktery popiseme v nasledujici definici.

Definice 1.3.1. Ptedpokladejme, ze pii ndhodném pokusu sledujeme jisty ndhodny jev A,
jehoz pravdépodobnost ozna¢ime symbolem p. Je tedy P(A) = p. Uskuteénime-li tento ndhodny
pokus n-krat, pak pocet pripadi, kdy nastane jev A je ndhodnou veli¢inou X s tzv. binomickijm
rozdélenim pravdépodobnosti. Tuto ndhodnou veli¢inu oznac¢ujeme symbolem Bi(n, p), kde n a p
jsou parametry tohoto rozdéleni (n predstavuje pocet opakovéni pokusu, p je pravdépodobnost
nastani jevu A pii jednom opakovéani pokusu).

Mozné hodnoty ndhodné veli¢iny jsou M = {0, 1, 2, ..., n}. Pravdépodobnost, ze ndhodna
vélicina X nabude hodnotu z, tj. pravdépodobnost, Ze pii n opakovanich pokusu nastane jev A
pravé x-krat, je rovna:

) (18)
Pro stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti
plati:

EX)=n-p, DX)=n-p-(1-p). (1.9)
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1.36. Uvazujme bézny balicek s 32 hracimi kartami (kde jsou 4 esa.) Z balicku vybereme
kartu, podivame se, zda je to eso, a pak kartu vratime do balicku a bali¢ek poctivé zamichdme.
Takto vybereme a vratime kartu celkem pétkrat. Nahodnou veli¢inou X je pocet piipadua, kdy
vybranou kartou bylo eso. Vypoctéte hodnoty

Dale vypoctéte stiedni hodnotu F(X) a rozptyl D(X).

Resend: Ze zadani plyne, ze X je ndhodn4 veli¢ina s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti
— jev A nastane, pokud vytahneme eso; ndhodny pokus opakujeme celkem pétkrat a pravdé-
podobnost jevu A je pii kazdém opakovani vybéru stejnd (jednd se o vybér s vracenim). Je
tedy

A nahodny jev vjbér esa
X ... néhodnd veli¢ina méfici kolikrdat nastal jev A
n=>, pocet opakovani pokusu
PA)=p=5 = % pravdépodobnost vybéru esa pii kazdém tahu karty

Pro ptipad x =0
ro=(0)-(5) (-5)
0 5
- 0!(55i 0)! (é) <;>

=1-1-0,875°
= 0,513

E
>
I

e
I

Pro piipad x =2

rocea=r=(3)-( )
)

5
= .0,125% . 0, 8753

2!- 3!
=10-0,015625 - 0,669921875
= 0,105

Pravdépodobnost, ze pti vybéru péti karet s vracenim nevytahneme eso, je rovna ptiblizné 0, 512.
Pravdépodobnost, ze pfi vybéru péti s vracenim vytahneme eso dvakrat, je rovna piiblizné
0,105.
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Pro stfedni hodnotu a rozptyl plati vztahy (1.9).
1
E(X):n-p:5-§ =0,625

1 1 1 7 35
()np(p)58( 8>58864 0,55

Poznamenejme, ze hodnoty E(X), resp. D(X) lze vypocitat i podle vzorcu (1.2.4), resp. (1.5),
které jsme zavedli v Kapitole 1.2.3. Nicméné, zde pouzité vzorce jsou vyznamné jednodussi k

pouziti — neni nutné vypocitavat pravdépodobnosti ke kazdé hodnoté X.

1.37. Studenti pisi pisemku ve formé testu s 20 otdzkami. U kazdé otdzky jsou nabidnuty 4
mozné odpovédi, z nichz pravé jedna je spravna. Jaka je pravdépodobnost, ze student, ktery
naprosto ndhodné tipuje odpovédi, odpovi spravneé

a) prave tii otdzky?
b) nejvyse tii otdzky?
c) alespon tii otézky?

Reseni: Odpoved na kazdou otézku predstavuje podle zadani ndhodny pokus s moznymi vysledky:
student uhodne spravnou odpovéd, resp. student neuhodne spravnou odpovéd. Oznaéme né-
hodnym jevem A situaci, kdy student uhddne sprdvnou odpovéd. Pravdépodobnost jevu A je
p= i. Odpovidani na 20 otdzek predstavuje sérii 20 pokusu, pii kterych sledujeme, zda nastal
jev A — student vybral spravnou odpovéd. Pocet spravné zodpovézenych otézek piedstavuje
ndhodnou veli¢inu s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti s parametry n = 20 a p = % =

0,25, tedy X ~ Bi (20, %) Dosazenim do vzorce (1.8) dostaneme odpovédi na zadané otézky.

a) Student, ktery ndhodné tipuje odpovédi, odpovi spravné praveé tii otdzky pro X = 3.

P(X=3)=P(3) = (230) -0,25% - (1 —0,25)2073

20! 20!
=— " .0,25%.0,75!" = 0,250,757
31 (20-3)1 317 ’
18-19 - 20
= <53 0,015625 - 0,007517 = 1140 - 0,00011745 = 0, 134

b) Student, ktery ndhodné tipuje odpovédi, odpovi spradvné nejvyse tii otdzky pro X < 3.
PX<3)=PX=0)+PX=1)+PX=2)+PX=3)=P((0)+ P(1)+ P(2) + P(3)

20 20
= ( > +0,25" - (1-0,25)*7" + < > £0,25" - (1-0,25)%7"+

0 1
2 2
+ <2O> 10,257 (1- 0,257 + (30> 10,25% - (10,25
20! 20!
— 2 0.950. 20, 40§ o95l. 19
o o—op T gy T
20! 20!

£0,25%.0,75'% + -0,25%.0,75'7

TR0 2) 31 (20— 3)!
=0,752Y +20-0,25- 0,75 + 190 - 0,252 + 1140 - 0,25 - 0, 75'7
= 0,003 4+ 0,021 + 0,067 + 0,134 = 0,225
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¢) Student, ktery ndhodné tipuje odpovédi, odpovi spravné alespon tii otazky pro X > 3.

PX>3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)+...+ P(X = 19) + P(X = 20)
= P(3) + P(4) + P(5) + P(6) + P(7) + P(8) + ...+ P(19) + P(20)

Takovy vypocet je neimérné niarocny, vyuzijeme zdkon o rozdéleni pravdépodobnosti
nahodné veli¢iny, viz Véta 1.1.4 na strané 6. VSechny mozné hodnoty nahodné veli¢iny X
jsou v tomto piipade M = {0, 1, 2, ..., 19, 20} a soucet jejich pravdépodobnosti je podle
uvedené véty roven jedné, tedy

PO)+P(1)+P2)+PB3)+ P(4)+ P(5)+ ...+ P(19) + P(20) = 1.

7 toho plyne vztah

P(3)+ P(4) + P(5) + P(6) + P(7) + ...+ P(19) + P(20) = 1 — (P(0) + P(1) + P(2)).

7Z toho duvodu muzeme hledanou pravdépodobnost vypocitat jednoduseji takto:

P(X>3)=1-P(X<2)=1-(P(0)+P(1)+P(2)) = 1—(0,00340,021+0,067) = 0,909,

kde hodnoty P(0), P(1), P(2) jsou pouzity z feseni ¢asti b).

7 ptedchozich piikladu je ziejmé, ze vypocty pravdépodobnosti u ndhodné veli¢iny s bino-

mickym rozdélenim jsou ponékud rozsahlejsi. V priloze ¢. 1 na strané 7?7 je popsan postup, jak
lze tyto vypocty provést pomoci programu Ezcel z baliku Microsoft Office. Popsany postup pak

funguje stejné i v piipadé dalsich tabulkovych procesoru napi. v Tabulkdch dostupnych mezi
aplikacemi Googlu atd.

I'Jlohy k samostatnému reSeni

1.38. Jaka je pravdépodobnost, ze pii 10 hodech minci padne lic
a) pravé dvakrat?
b) alespon jednou?
c¢) nejvyse tiikrat?

1.39. Podil nezameéstnanych v populaci je 20 %. Vypoctéte pravdépodobnost, ze mezi 10 ndhodné
vybranymi osobami budou nejvyse dva nezaméstnani.

a) nejvyse dva nezaméstnani.

b) alespon dva nezameéstnani.
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1.3.2 Hypergeometrické rozdéleni

Hypergeometrické rozdéleni je zakladnim pravdépodobnostnim rozdélenim pii vybéru bez vra-
ceni, kdy provedeme nahodny vybér a vybranou jednotku nevracime do zakladniho souboru.

1.40. Uréity typ soucastek je dodavan v sériich po 50 kusech. Pti prejimaci kontrole je z
kazdé série ndhodné vybrano 5 vyrobkua ke kontrole. Tato kontrola je pfitom provadéna tak,
ze vyrobek je podroben destrukéni zkousSce. Vime, ze v sérii je deset vadnych kusi. Potom
pocet vadnych kust mezi péti vybranymi vyrobky je ndhodnou veli¢inou s moznymi hodnotami
M ={0,1, 2, 3,4, 5}.

1.41. V balicku 32 karet jsou 4 esa. Hrajeme hru, pii které si z balicku vezmeme do ruky
6 ruznych karet. Potom pocet es v ruce je ndhodnou veli¢inou s moznymi hodnotami M =
{0, 1, 2, 3, 4}.

1.42. V balicku 32 karet je 8 srdcovych karet. Hrajeme hru, pfi které je v talonu odhozeno jiz
26 karet a ve hie zbyva pouze 6 karet. Potom pocet srdcovych karet odhozenych v talonu je
nahodnou veli¢inou s moznymi hodnotami M = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.

Spoleénym rysem uvedenych tiloh je, ze mame néjaky zakladni soubor prvku (vyrobky v sérii,
balicek karet) a nékteré z prvku tohoto souboru maji néjakou vlastnost (byt vadny vyrobek,
byt eso) a zbylé prvky zékladniho souboru tuto vlastnost nemaji (vyrobky bez vady, ,ne-esové*
karty). Provedeme vybér nékolika prvku ze zakladniho souboru. V ném mohou byt jak prvky
s uvazovanou vlastnosti, tak i prvky bez této vlastnosti. Ndhodnou veli¢inou je pocet prvku s
danou vlastnosti v provedeném vybéru.

Definice 1.3.2. Méjme situaci, kdy v zdkladnim souboru o N prvcich jich ma M urcitou
vlastnost a zbylych N — M prvka tuto vlastnost nema. Postupné ze souboru vybereme n
prvku, z nichz zadny nevracime zpét. Pocet prvki se sledovanou vlastnosti mezi n vybranymi
prvky je ndhodnou veli¢inou X s tzv. hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti. Pro
pravdépodobnostni funkci veli¢iny X plati

GH e
()

Pro stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny s hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti

PX=2x)=P(x)= pro max{n — N + M,0} <z <min{M,n}, (1.10)

plati:
M N —n

Pfipomenme, ze ve vzorci (1.10) je

e N rozsah zakladniho souboru

M pocet prvku s danou vlastnosti v zékladnim souboru

n pocet prvkl vybranych ze zakladniho souboru

x pocet prvki z vybéru s uvazovanou vlastnosti
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Duvody podminek ve vzorci (1.10) omezujicich hodnotu z, jak zdola tak shora, jsou naznaceny
v uvodnich tlohach. V Piikladu 1.40 byla nejvyssi moznou hodnotou z velikost vybéru (vadnych
vyrobku bylo vice nez je velikost vybéru). V Piikladu 1.41 bylo nejvyssi moznou hodnotou x
mnontvi prvkia s danou Vlastnostl’ v zékladnim souboru (es bylo méné nez je velikost vybéru).

v~/

srdcovych es a ve hie zbyva poslednich 6 karet. To znamena, ze minimalné 2 srdcové karty jsou
jiz odhozeny do talonu. Tyto okolnosti vzdy musime uvazit, kdyz stanovujeme mozny rozsah
hodnot ndhodné veli¢iny s hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti.

1.43. V balicku 32 karet jsou 4 esa. Jakd je pravdépodobnost, ze pii ndhodném vybéru (bez
vraceni) 6 karet budou mezi vybranymi kartami

a) prave 2 esa,
b) nejvyse dvé esa,

c) alespon dvé esa.

Resend: V zadané tiloze ma zdkladni soubor (balicek karet) celkem 32 prvki — je N = 32.
Velikost vybéru je rovna 6 kartdm — je n = 6. Sledovanou vlastnosti je ,byt esem“ — tuto
vlastnost maji celkem ¢tyfi karty — je M = 4. Hodnoty x se pak lisi podle konkrétniho zadani.

a) Ve vybéru budou pravé dvé esa pro X = 2. Je tedy

() Cs)

()

PX=2x)=P(x)=

4\ (32—4 4! .28 4 28!
()(6%) GG ooy wesay s 1o
P(X=2)=P(2) = 32 = 3(2 = 32! t-12 2'32?' =
(6) ( ) 6!-(32—6)! 6!-26!
|85 BT (3.2)-(25-13-9-7) 122850 . 0.136
- 2728293038132 9.98.29.31-4 906192

1.2-3-4-5-6

Provedeny vypocet je rozepsan podrobné, aby bylo vidét, jakym zptusobem byl uskuteénén.
Kréceni ve zlomku v poslednim fddku je samoziejmé mozné provést i jinym zpusobem.
Pokud pouzivané kalkulacky ¢i SW umozni rovnou vypocitat vznikla kombinaéni ¢isla, je
vhodné tuto moznost vyuzit. Pravdépodobnost, ze ve vybéru Sesti karet budou pravé dveé

esa, je rovna piiblizné 0,136.
b) Ve vybéru budou nejvyse dvé esa pro X < 2, tj. bud Zddné eso nebo jedno eso nebo dvé
esa. Je tedy
PX<2)=PX=0+PX=1)4+PX=2)=P0)+P(1)+ P(2)
4

() (35_24) () OE) , GG

= + + = + +
32 3 3 32 32 32
(s) (s) () ) ) ()
4! 28! 4! 28! 4! 28!
= Dbl Gtaal o A0St Stast 4 2R A2 = 04157 +0,4338 + 0,1356 = 0, 9851
61-26! 6!-26! 6!-26!

Pravdépodobnost, ze ve vybéru Sesti karet budou nejvyse dveé esa, je rovna piiblizné 0,985.
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¢) Ve vybéru budou alespon dveé esa, pokud je X > 2, tj. ve vybéru budou dveé, tii nebo étyfi
esa. (Vic es nez ¢tyfi ve vybéru byt nemuze, protoze jich tam vic neni.)

P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)+P(X =4) = P(2) + P(3) + P(4)

Vypocet bychom mohli provést analogicky k pfedchozim vypocéti. Muzeme vsak také
vyuzit jiz zjisténé vysledky z piredchozich podiloh, nebot opaénym jevem k alespori dvé

esa je jev mejvyse jedno eso.

PX>2)=1-P(X<1)=1-(PX=0)+P(X=1))=1- (P(0)+ P(1))
=1—(0,4157 + 0,4338) = 0, 1505

Pravdépodobnost, ze ve vybéru Sesti karet budou alespon dvé esa, je rovna piiblizné 0,151.
Pfi vypoctu jsme pouzili vypoctené pravdépodobnosti z podilohy b).

1.44. Urcity typ soucastek je dodavan v sériich po 50 kusech. Pti piejimaci kontrole je z kazdé
série ndhodné vybrano 5 vyrobku. Série je pfijata, jestlize mezi kontrolovanymi vyrobky neni
zadny zmetek. Jakd je pravdépodobnost, ze série bude prijata, jestlize obsahuje 10 zmetku?
Kontrola je pfitom provadéna tak, ze vyrobek je podroben destrukéni zkousce.

Resent: Zaéneme poslednim tdajem — to, ze vyrobek je podroben destrukéni zkousce, znamen,
ze po vybéru ke zkouSce jej zni¢ime a nemuzeme jej vratit do zdkladniho souboru. Proto se
jednd o vybér bez vraceni. V zadané tiloze m4 zakladni soubor (vsechny vyrobky v jedné sérii)
celkem 50 prvku — je N = 50. Velikost vybéru je rovna 5 vyrobkium — tolik jich je vybréno
ke kontrole — je n = 5. Sledovanou vlastnosti je ,,byt vadnym vyrobkem* — tuto vlastnost ma
celkem deset vyrobku — je M = 10. Otéazka zni s jakou pravdépodobnosti bude série piijata —
pritom série je prijata, pokud je v kontrolnim vybéru 0 vadnych kust, proto chceme vypocitat
pravdépodobnost, ze hodnota ndhodné veli¢iny je rovna nule — tj. x = 0.

(5) ()

()
10y (50—10 10\ (40 0 __ 40! 10! 40!
P(X=0) = P(0) = (o)(505—o ) _ (0155) _ 0!~(10—0)!50!5!~(40—5)! _ 0!~10!570!5!.35!
( 5 ) ( 5 ) 51-(50—5)! 51.45]

~40!-45!  36-37-38-39-40 78960960
~ 351-50!  46-47-48-49-50 254251200

PX=2x)=P(z)=

=0,311.

Pravdépodobnost, ze série je prijata, je rovna pfiblizné 0,311.

1.45. Ve hie Sportka se losuje Sest ¢isel z celkového poctu 49 ¢isel. Hra probiha tak, ze sazejici
pred losovanim vyhernich ¢isel zatrhne na sdzkovém tiketu Sest Cisel - ta predstavuji vsazend
¢isla. Pokud vsech Sest vsazenych ¢isel na sdzkovém tiketu odpovida vSem Sesti vylosovanym
¢islum, sazejici vyhrava prvni poradi ve hie. Vypoctéte, jaka je pravdépodobnost vyhry prvniho
poradi ve hie Sportka.

Reseni: Vylosovana ¢isla se do osudi nevraci, stejné tak sazejici musi zatrhnout Sest ruznych
¢isel — jednd se tedy o vybér bez vraceni. V zadané tiloze m4 zékladni soubor (vSechna éisla v
osudi) celkem 49 prvka — je N = 49. Velikost vybéru je rovna 6 vsazenym ¢islam na sdzkovém
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tiketu — je n = 6. Sledovanou vlastnosti je byt vyhernim ¢islem® — tuto vlastnost ma celkem
Sest vylosovanych ¢isel — je M = 6. Nahodnou veli¢inou je pocet vylosovanych vyhernich ¢éisel
v hracové vybéru. Otdzka zni s jakou pravdépodobnosti bude v hracové vybéru vsech Sest ¢isel
s vlastnosti vyherni ¢islo? Je tedy = = 6.

(GG
()

_OGED) @) _ swer owor _ gn - o

P(X=6) = P(6) 19 490 = 49! = 49!
( 6 ) ( 6 ) 61-(49—6)! 61431
6! - 43! 1-2-3-4-5-6 720 1

_ _ - =7,15-1078.
49! 44 -45-46-47-48-49 10068347520 13983816
Pravdépodobnost vyhry prvniho potradi ve hie sportka je piiblizné 0,0000000715, coz neni
mnoho. Podle pfedposledniho tidaje je ziejmé, ze v pruméru vyhréava jedna sdzka ze 14 milionu
sazek. Pro uvazeni, jak mald vlastné tato pravdépodobnost je, si muzete piecist

fJ'lohy k samostatnému reSeni

1.46. Ve skupiné 40 osob umi 3 lidé Spanélsky. Jakd je pravdépodobnost, ze pii ndhodném
vybéru 5 osob z této skupiny bude alespon jeden z nich mluvit Spanélsky?

1.47. V aplikaci Spotify mam sestaveny playlist, ve které je celkem 6 ¢eskych a 24 zahrani¢nich
pisni. Jaké je pravdépodobnost, ze pii prehravani playlistu v ndhodném potadi zazni tii rizné
Ceské pisné hned za sebou? Jaky bude prumérny pocet ¢eskych pisni v sérii péti pisni za sebou?

1.48. Vyhra tfetiho poradi ve hie Sportka nastane, dokaze-li sdzejici spravné uhodnout praveé
pét Cisel ze Sesti losovanych vyhernich &isel. Jaka je pravdépodobnost vyhry tiettho poradi ve
hie Sportka?

1.3.3 Vztah binomického a hypergeometrického rozdéleni

Nyni se budeme vénovat aproximaci (nahrazeni jisté hodnoty pomoci blizké, podobné hod-
noty) ndhodné veli¢iny s hypergeometrickym rozdélenim pomoci ndhodné veli¢iny s binomickym
rozdélenim, viz videopifednaska Diskrétni nahodnd velicina 8 od ¢asu 15:45.

V nékterych ptipadech je naro¢né ¢i piimo prakticky nemozné vypocitat pravdépodobnosti
jednotlivych hodnot nahodné veliciny s hypergeometrickym rozdélenim. Nazornou ukazkou
muze byt vypocet ndsledujici lohy.

1.49. Rybaii chtéji uréit pfiblizny pocet ryb v rybniku (ponechme stranou pouzitou meto-
diku a predpokladejme, ze v rybniku zije celkem 50000 ryb). Za tim ucelem rybaii vylovili z
rybniku 1000 ryb, oznacili je a pustili zpét do vody. Za tyden se rybafi vratili a vylovili 2000
ryb. Vypoctéte pravdépodobnost, ze ve znovuvyloveném vzorku bude pravé 50 ryb oznacenych
béhem puvodniho vylovu.

Resent: Jednd se o vybér bez vraceni (jedna ryba nemtize byt béhem druhého vylovu v siti
dvakrét). Celkem je v rybniku N = 50000 ryb, vlastnost ,byt oznacenou rybou z prvniho
vylovu“ ma M = 1000 ryb, pocet znovuvylovenych ryb, tj. velikost vybéru je n = 2000 ryb.
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Nahodnou veli¢inou je pocet oznacenych ryb ve druhém vylovu, pticemz hodnota, pro kterou
chceme vypocitat pravdépodobnost, je x = 40. Jedné se o tedy o nahodnou veli¢inu s hyperge-
ometrickym rozdélenim.

Vypocet je nasledujici:

() ()

()

PX=z)=P(z) =

(1 000) (50 000—14000) (1 000) (49 000) 1000! | 49 000!

_ _ _ 40 2000-40 _ 40 1960/ __ 40!960! 1960!-47 040!

P(X - 100) - P(lOO) - (50000) - (50 OOO) - 50 000! ’
2000 2000 2000!-48 000!

Zde pocitané faktorialy i po zkréceni ve zlomcich pfedstavuji tak obrovska ¢isla, ze je prakticky
nemozné je pocitat.

Nyni prichézi ke slovu uzitetnost vyse zminéné moznosti aproximace. Opét pouzijeme ilu-
stracni priklad.

1.50. V regionu zije 100 000 obyvatel, z nichz je 5 000 nezaméstnanych. Jaka je pravdépodobnost,
7e mezi 10 ndhodné vybranymi ruznymi osobami v daném regionu je pravé jeden nezaméstnany?

Resend: Uvazujme ndhodnou velicinu pocet nezaméstnangch mezi deseti vybrangymi osobami.
V principu se jedna o ndhodnou veli¢inu s hypergeometrickym rozdélenim (N = 100000, M =
5000, n = 10, z = 1). Pfi vypoctu pravdépodobnosti pomoci hypergeometrického rozdélent

dostaneme:
M\ (N—M 5000\ /100 000—5 000 5000\ /95000
P(l) — (cc ) (Nn—:c ) — ( 1 ) (10005(())—1 ) — ( 110)0(0009 ) — 07 315147097.
() (M0 ) (M0 )

Na tlohu se lze oviem podivat také tim zpusobem, ze ndhodnym jevem A je vybér nezaméstnaného.
Pokud je mezi 100000 lidmi pravé 5000 nezaméstnanych, pak pravdépodobnost vybéru ne-
zameéstnané osoby pfi jednom vybéru je
(4) = 5000
~ 100000

Nyni desetkrat kondme ndhodny pokus (ndhodné vybirdme osobu z populace) a nahodnou

05.

veli¢inu definuijeme jako pocet piipadi, kdy nastal jev A. To odpovidéd definici ndhodné veli¢iny
s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti. Vypocet potom vypadé nésledujicim zpusobem.

Pt=2) =P = (1) -

10

PX=1)=P1)= ( . > 20,05 - (1-0,05)19"1 =10-0,05-(0,95)? = 0, 315124705

Porovnanim vysledku plynoucich z hypergeometrického a binomického rozdéleni vidime, zZe
ziskané vysledky se lisi az na patém desetinném misté, takze pii zaokrouhleni na tii desetinnd
mista (coz se ¢asto déje) rozdil nepozndme — z obou piistupu dostaneme vysledek, ze hledand
pravdépodobnost je rovna 0,315. Mimochodem — pro ostatni hodnoty obou nahodnych veli¢in
jsou prislusné pravdépodobnosti uvedeny v Tabulce 1.6.

Otédzkou samoziejmé je, za jakych okolnosti lze vyse uvedenou zdménu pouzit. Odpovéd je
nésledujici.
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hypergeom. rozdéleni | binomické rozdéleni
x P(x) P(x)
0 0,598722758 0,598736939
1 0,315147097 0,315124705
2 0,074631459 0,074634799
3 0,010471172 0,010475059
4 0,000963932 0,000963932
5 0,000608344 0,000060935
6 0,000002665 0,000002672
7 0,000000080 0,000000080
8 0,000000002 0,000000002
9 0,000000000 0,000000000
10 0,000000000 0,000000000

Tabulka 1.6: Porovnani hodnot pravdépodobnnosti u hypergeometrického a binomického
rozdéleni

Véta 1.3.3. Je-li velikost vjbéru n mald v porovndni s velikosti zdkladniho souboru N, (1j.
n/N < 0.05), muzeme misto hypergeometrického rozdéleni pouZit binomické rozdéleni. Parametr
p prislusného binomického rozdéleni uréime ze vztahu

P= (1.12)

Podle uvedeného navodu vypoéteme pravdépodobnost z Piikladu 1.49.

1.51. Ovéite predpoklady Véty 1.3.3, a pokud budou splnény, vypoctéte pravdépodobnost
z Ptikladu 1.49 pomoci binomického rozdéleni.

Resend: Pii feseni Piikladu 1.49 jsme odvodili nésledujici parametry hypergeometrického rozdéleni
— N = 50000, M = 1000 a n =2000. Abychom mohli rozumné nahradit toto rozdéleni bino-
mickym rozdélenim, méla by byt podle Véty 1.3.3 splnéna nerovnost n/N < 0,05. Zde je

n 2000

no_ 290604 < 0,05
N 50000 S0

proto je podminka véty splnéna.

Parametr p binomického rozdéleni vypocteme ze vztahu 1.12. Je

M 1000
P=N 50000 ~ 0%

Dosazenim do vzorce 1.8 na strané 18 dostaneme:

2000
50

2 000!

50 1950 _ .4
m . 0, 02 . O, 98 = ajaja)

P(X = 100) = ( ) . 070250(1 _ 0’02)2000—50 _

I v tomto ptripadé je vypocet ptilis naroény, budeme si muset pomoci jinym zpusobem — ukaze
se, ze tou pomoci je ndhodnéa veli¢ina s tzv. Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti.
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1.3.4 Poissonovo rozdéleni

Nahodné veli¢iné s Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti se vénuje videopirednaska dr.
Simsové Diskrétni ndhodnd veli¢ina 2 od ¢asu 38:48. Pfipomenme, Ze poissonovskymi udalostmi
rozumime takové uddlosti, které prichazeji v ¢ase, pricemz plati:

e v jednom okamziku muze nastat nejvyse jedna udélost,

e uddlosti prichazeji nezavisle na sobé (pocty vzniklych udélosti v disjunktnich ¢asovych
intervalech jsou nezavislé),

e pravdépodobnost, ze udélost nastane v intervalu (¢,¢ 4+ h) zavisi na h, ale nikoliv na ¢.
Jinymi slovy — pravdépodobnost vyskytu udalosti zavisi na délce intervalu, nikoliv na
tom, kdy ¢asovy interval zacina.

1.52. Po silnici pfed nasi skolou projede v dobé trvéni cviceni prumérné 100 automobila za ho-

ndhodné veli¢iny tvoii mnozinu M = {0, 1, 2, 3, ...}.

1.53. Na zdkaznickou linku firmy ABC se kazdou minutu obraci prumérné 62 zakaznikt.
Nédhodnou veli¢inou je pocet volajicich zakazniku za jednu minutu. Mozné hodnoty ndhodné
veli¢iny tvoif mnozinu M = {0, 1, 2, 3, ...}.

Definice 1.3.4. Oznatme prumérny pocet vyskytu jisté poissonovské udalosti za ¢asovou jed-
notku ¢islem . Potom pocet uddlosti x, které nastanou za ¢asovou jednotku, je ndhodnou
veli¢inou X s tzv. Poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti, jejiz pravdépodobnostni funkce
ma predpis
x
P(X=z)=P(z) ="

x!
Pro stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny s poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti
plati:

EX)=\ D(X) =\

1.54. K pokladné v supermarketu pfistoupi primérné 5 zdkazniki béhem deseti minut.
a) Jaka je pravdépodobnost, ze béhem nésledujicich 10 minut ptijdou préavé 3 zdkaznici?
b) Jaka je pravdépodobnost, ze béhem néasledujich dvou minut nepfijde ani jeden zdkaznik?
Resent:
a) Pfifeseni piikladu budeme piedpokladat, ze ptichod zédkaznika k pokladné je poissonovsky
proces. Potom nahodnad veli¢ina pocet zakazniku, kteri prisli k pokladné béhem deseti minut

ma poissonovské rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem A = 5 a pro pravdépodobnost,
ze béhem nésledujicich 10 minut pfijdou pravé 3 zakaznici, plati

)\LL‘
PX=z)=P)=— et

xZ.

53
P(X=3)=P(3) =5 e = 0,14038

Pravdépodobnost, ze béhem nasledujicich 10 minut pfijdou pravé 3 zakaznici je rovna
ptiblizné p = 0, 14.
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b) Pii feseni piikladu budeme opét predpokladat, ze prichod zdkaznika k pokladné je poisso-
novsky proces. Za ndhodnou veli¢inu budeme uvazovat pocet zdkazniku, kteri prisli k po-
kladneé béhem dvou minut. Pak tato veli¢ina ma poissonovské rozdéleni pravdépodobnosti
s parametrem A\ = 1 (kdyz za 10 minut pfijde v pruméru 5 zakazniku, tak za 2 minuty
v pruméru piijde 1 zdkaznik; proto je A = 1) a pravdépodobnost, ze béhem nasledujicich
dvou minut nepfijde ani jeden zdkaznik (tj. pfijde nula zdkazniku), plati

)\.CC
P(X:ZE):P(x):ge_)\

10
P(X=0)=P(0) = o et =0,3679

Pravdépodobnost, ze béhem nésledujich dvou minut nepfijde ani jeden zakaznik je rovna
piiblizné p = 0, 37.

1.55. Na vyrobni lince dojde k poruse prumérné jednou za dvé hodiny. Jaké je pravdépodobnost,
ze béhem osmihodinové smény dojde na vyrobni lince

a) ke dvéma porucham?

b) k nejvyse dvéma porucham?

Resend: Pii feseni pifkladu budeme piedpoklddat, ze udélost, kdy na vyrobni lince dojde
k poruse, je poissonovsky proces. Za nahodnou velicinu budeme uvazovat pocet poruch na
vyrobni lince za osm hodin provozu. Pak tato veli¢ina méa poissonovské rozdéleni pravdépo-
dobnosti s parametrem A = 4 (kdyz za dvé hodiny dojde v pruméru k jedné poruse, tak za osm
hodin v pruméru nastanou ¢tyfi poruchy; proto je A = 4).

a) Pravdépodobnost, ze béhem osmihodinové smény dojde na vyrobni lince ke dvéma po-
rucham, odpovida P(X = 2).

AT
42
P(X=2)=P@2) = e =0,1465

Pravdépodobnost, ze béhem osmihodinové smény dojde na vyrobni lince ke dvéma po-
ruchdm, je rovna pfiblizné p = 0, 15.

b) Pravdépodobnost, ze béhem osmihodinové smény dojde na vyrobni lince k nejvyse dvéma

poruchdam, odpovidd P(X < 2).

40, o4t 42
P(XgQ):P(O)+P(1)+P(2):E-e tqpe oo =0,2381

Pravdépodobnost, ze béhem osmihodinové smény dojde na vyrobni lince k nejvyse dvéma
porucham, je rovna pfiblizné p = 0, 24.

Poissonovo rozdéleni popisuje pocty udalosti i v jinych nez ¢asovych jednotkach, napt. v jed-
notkéch délky, obsahu atd.
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1.56. V pruhu latky se vyskytuje primérné 5 kazi na 100 metrt latky. Jaka je pravdépodobnost,
ze:
a) v nahodné vybrané roli latky o délce 100 metru se nachazeji prave 4 kazy?

b) v ndhodné vybrané roli latky o délce 200 metru se nachdzi prave 6 kazu?

¢) v ndhodné vybrané roli latky o délce 50 metru se nachézi nejvyse 1 kaz?

Reseni: Pii feseni ovéiime (zdtivodnime), Ze vyskyt kazii na m? latky opravdu miizeme povazovat

za poissonovsky proces. Pfipomenme vlastnosti poissonovského procesu.

e V jednom okamziku muze nastat nejvyse jedna udélost:
— na jednom misté muze byt nejvyse jeden kaz.

e Uda4losti pfichdzeji nezavisle na sobé (pocty vzniklych udalosti v disjunktnich ¢asovych

intervalech jsou nezavislé):

— Kazy se vyskytuji nezdvisle na sobé (poc¢ty kazu v ruznych pruzich latky jsou nezdvislé

2

ve smyslu, ze pocet kazi v predchozim m* nefika nic o tom, jaky pocet kazi bude

v nésledujicim m? latky).

e Pravdépodobnost, ze udédlost nastane v intervalu (¢,¢ + h) zavisi na h, ale nikoliv na ¢.
Jinymi slovy — pravdépodobnost vyskytu udalosti zavisi na délce intervalu, nikoliv na
tom, kdy ¢asovy interval zacina.

2

— Pocet kazi v m* nezavisi na tom, od kolikdtého metru latky zacindme pocet kazu

mérit, ale pouze na tom, jaka je délka toho pruhu latky.
Nyni se jiz muzeme zaméfit na feSeni konkrétnich podiloh. Pii jejich FeSeni budeme predpoklddat,
ze vyskyt kazti v m? latky je poissonovsky proces.
a) Za ndhodnou veli¢inu budeme uvazovat pocet kazu v roli latky o délce 100 metri. Pak tato

veli¢ina ma poissonovské rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem A = 5 a piislusnou
pravdépodobnosti je P(X = 4).

P(X=2)=P(z) = i' e

xZ.

54
P(X=4)=P@4)= - e 5 =0,175

Pravdépodobnost, ze v ndhodné vybrané roli latky o délce 100 metra se nachazeji pravé
4 kazy, je rovna p = 0,175

b) Za nahodnou veli¢inu budeme uvazovat pocet kazu v roli latky o délce 200 metri. Pak tato
veli¢ina mé poissonovské rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem A = 10 (jestlize ve 100
metrech latky je primérné 5 kazt, pak v 200 metrech jich mizeme prumérné ocekavat 10;
proto je A = 10) a piislusnou pravdépodobnosti je P(X = 6).

PX=2x)=P(z)= )\—'-ef)‘
xX.
106 —10



Pravdépodobnost, ze v ndhodné vybrané roli latky o délce 200 metru se nachazi pravé 6
kazu, je rovna p = 0, 063.

¢) Za ndhodnou veli¢inu budeme uvazovat pocet kazu v roli latky o délce 50 metri. Pak tato
veli¢ina mé poissonovské rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem A = 2,5 (jestlize ve
100 metrech latky je priumérné 5 kazu, pak v 50 metrech jich muzeme prumérné ocekavat
2,5; proto je A = 2,5) a piislusnou pravdépodobnosti je P(X < 1).
0 1

Pravdépodobnost, ze v ndhodné vybrané roli latky o délce 50 metru se nachdzi nejvyse

P(X<1)=P(0)+P(1) = e 2% =0,287

jeden kaz, je rovna p = 0, 287.

1.57. Redaktor ¢asopisu ze zkusenosti vi, ze v dodanych rukopisech jsou primérné 3 chyby na
jedné tiskové strané. Jaka je pravdépodobnost, ze v dodaném ¢lanku o rozsahu 5 stran bude
méné nez 10 chyb?

Resent: Ze zadani plyne, 7e na 5 stranéch textu bude primérné 15 chyb. Proto bude v zadaném
piipadé A = 15.

P(X < 10) = P(0) + P(1) + P(2) + ... + P(8) + P(9)

159 5 150 5 15° g 155 15 157 45
5 (159 15t 152 158 157

I N T TR TR AR TR

= 0,0699

Pravdépodobnost, ze v ¢lanku o rozsahu 5 stran bude méné nez 10 tiskovych chyb, je ptiblizné
rovna p = 0,07.

1.58. Predpokladejme, ze pravdépodobnost, ze se 3blety muz nedozije nasledujiciho roku je
0,01. Roéni pojistné této vékové skupiny éinf 2 500 Ké. V pifpadé timrti pojistovna jednorazové
vyplati 100000 Ké¢. Jaka je pravdépodobnost, ze zisk z 1000 pojisténych muzu ve véku 35 let
bude alespon 2000000 K¢?

Resent: Ze zadani plyne, ze pojistovna ziskd z pojisténi 1000 muzi celkem 2500 000 Ké. Pokud
ma mit z pojisténi zisk alespon 2 000 000 K&, potom nesmi vyplatit vice nez 500 000 K¢, tj. nesmi
dojit k imrti vice nez 5 muzu. Déle ze zadani plyne, ze v priméru zemie béhem jednoho roku
jeden muz ze 100, tj. 10 muzu z 1000. Je tedy A = 10 a hleddme pravdépodobnost P(X < 5).

P(X <5)=P(0) + P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5)
100 4, 100 0 107 g 100 40 10T 4 10° g
I T TR TR TH TR - R
0 (10° 10t 102 10 10* 10°
R T TR R TR TR

= 0,067

Pravdépodobnost, Ze zisk pojistovny z daného pojisténi bude alespon 2000000 K¢, je pfiblizné
rovna p = 0, 067.
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1.3.5 Aproximace binomického a hypergeometrického rozdéleni Poissonovym
rozdélenim

Definice 1.3.5. Pro dostateéné velké n (prakticky pro n > 30) a pro malou pravdépodobnost
(prakticky pro p < 0,1), lze binomické, resp. hypergeometrické rozdéleni aproximovat Poisso-
novym rozdélenim, kde A = np, resp. A = nM/N.

1.59. V regionu s 1000000 obyvatel v produktivnim véku je 40000 nezaméstnanych. V do-
taznikovém Setfeni vybereme 100 obyvatel z regionu. Jaka je pravdépodobnost toho, Ze mezi
nimi bude pravé 8 nezaméstnanych.

Resend:
Jde o vybér bez vraceni, tedy o hypergeometrické rozdéleni s parametry N = 1000 000,
M =40000, n =100 a =z = 8. Je
(40000) ) (960 000)
P(X=28)=P(8) = 8(100000032 =0, 0285.
100

Protoze ale jde o ,,velké osudi“, je mozné to pocitat pomoci binomického rozdéleni s parametry
n =100 a p = 40000/1 000000 = 0,04. Tak dostaneme

100

P(X=8) = P(8) = ( X

)(0, 04)%(0,96)% = 0, 0285.

Pomoci nahodné veli¢iny s poissonovym rozdélenim dostaneme (A = np = 100 - 0,04 = 4)

48 . ¢4
P(X=8)=P(8) = T 0,0298.

1.4 Ijlohy k samostatné praci

1.60. Na zdkaznickou linku zavold prumeérné 12 zdkazniku za hodinu. S jakou pravdépodobnosti
nezavola behem nasledujici ¢tvrthodiny ani jeden zdkaznik?

1.61. V rybniku je 50000 ryb. Rybafi chyti 1000 ryb, oznaédi je a vrati do rybnika. Pak vylovi
20 ryb. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi nimi budou pravé dvé oznacené ryby?

1.62. Hrac¢ hod{ Sesti kostkami najednou. Jakd je pravdépodobnost, ze na kostkach pii hodu
padla alespon jedna jednicka?

1.63. Amatérsky stielec trefi pii jednom vystielu ¢erny stied terce s pravdépodobnosti p = 0.65.
Jaka je pravdépodobnost, ze se stielec trefi pri 10 vystielech do ¢erného stifedu terce nejvyse
devétkrat?

1.64. Na plese bylo prodano 150 losti do tomboly. V tombole je deset cen. Jaka je pravdépodobnost,
ze soutézici, ktery si zakoupil 10 lost, vyhraje vice nez jednu cenu?

32



1.65. Predpokladejme, ze pravdépodobnost narozeni chlapce je stejna jako pravdépodobnost
narozeni dévcéete. Vypoctéte jakd je pravdépodobnost, ze v ndhodné vybrané rodiné se tfemi

détmi je vic synu nez dcer.

1.66. V extraligovém play-off se utkaly tymy A a B. Predpoklddejme, ze tym A je lepsi a
pravdépodobnost jeho vyhry ¢ini p = 0,6 (jednd se o play-off, a neni tedy mozna remiza na
konci zdpasu). Jaké je pravdépodobnost vyhry slabsiho tymu v celé sérii, hraje-li se tato na 4
vitézné zapasy?

1.67. V balicku 32 karet je osm karet Cervené barvy. Hra¢ dostane pii rozddni 5 karet. Jakd je
pravdépodobnost, ze vsechny budou mit ¢ervenou barvu?
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Piiloha ¢. 1: Vypocet ndhodné veliciny s binomickym rozdélenim pomoci Excelu

V této piiloze si popiSeme postup pii urcovani pravdépodobnosti hodnot nahodné veli¢iny
s binomickym rozdélenim. Postup si ukazeme na posledni z ilustra¢nich tloh v tvodu kapitoly
o binomickém rozdéleni.

1.68. Predpokladejme, Ze jisty biatlonista pii kazdém vystielu zasdhne terc s pravdépodobnosti
p = 0,9; tj. dlouhodobé m4 dspésnost zdsahu terce 90 %. Tento biatlonista piijede na stfelnici a
stiili pétkrat na terc. Sledujeme, kolikrat se pti téchto péti pokusech trefil do terce. Ndhodnou
veli¢inou bude pocet Uspésnych zasahu pii péti vystielech na ter¢. Mozné hodnoty této ndhodné
veliciny jsou M = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Urcete pravdépodobnosti vSech téchto hodnot.

Resend: Ze zadani plyne, ze ndhodna veli¢ina pocet dspésnyjch zdsahii terce pri péti vijstielech mé
binomické rozdéleni pravdépodobnosti. (Jev A — zdsah terce pii vystielu — ma pii kazdém opa-
kovéni stejnou pravdépodobnost a pokus opakujeme pétkrat.) Popisme si postup vypoctu v pro-
gramu Excel. Postupovat budeme tak, ze vytvorime zakladni tabulku, zapiSeme mozné hodnoty
nahodné veli¢iny a nechdme program spocitat pravdépodobnosti téchto hodnot. Mozné hodnoty
jsou 0, 1, 2, 3, 4, 5; tyto napiSeme do jednotlivych bunék pod sebe. Do druhého sloupce vlozime

"2/ | Home | Wiozeni  Rozlofenistrinky  Vzorce  Data  Revize  Zobrazeni  Vivoja

& Vigmout 8 Calibri -1 =izl | | Sizaamovattes
23 Kopirovat
Vigzit Odeslat | | E- oA 5 @ iy
e Kapkouar Tormat B I U-||H-|&A = Sloutit a zarovnat na stied
Schrinka % | Bluetooy Pisma 5 Zarownani i
B2 ~oxki[-)
A B C e D E F G H ] J
1 ox | P | Fx
2 ol = Viosit funkci 70X
3 1 Vyhledat furk:
4 2
5 3
5 2 Vybrat kategori: | Napesledy pousité -
7 5 Vybrat funkei
8 EINOMDIST A
HYPGEOMDIST
] SOUCIN.MATIC
INERZE
10 SOUCTN, SKALARNI
11 ZAOKROLHLIT
NORMDIST v
12 = )
13 ¥t hodnotu binomickeh rozdSlent pravelépodobnost jednotivich velidin,
14
15
16
= Népouéda k tSto funkei oK Storno

=
1=

Obrazek 1.3: Vytvoteni zdkladni tabulky - zadidni hodnot ndhodné veli¢iny a vyvolani okna
Viozit funkci

pravdépodobnosti pfislusnych hodnot nésledujicim zptusobem. Ozna¢ime (vybereme) buiku ve-
dle prvn{ hodnoty z, kliknutim na symbol f, vyvoldme okno VlioZit funkci, viz Obrézek [I.3] Vy-
bereme kategorii statistickych funkef a z nabidky vybereme funkci BINOMDIST, viz Obrazek[1.4]

Funkce BINOMDIST m4 celkem ¢tyfi argumenty k vyplnéni, viz Obrazek

Prvnim je tzv. Uspéch (ndpovéda — pocet uspésnych pokusi) - obecné se jednd o hod-
notu ndhodné veli¢iny, pro kterou poc¢itame pravdépodobnost. V nasem piipadé navic hodnoty
ndhodné veliciny odpovidaji poctu tspésnych pokusu biatlonisty, takze oznaceni je ve shodé s
nagi intuici. Do poli¢ka kliknutim na bunku A2 zadame relativni odkaz na bunku, ve které se
nachdzi hodnota x (odkaz lze zadat i ruéné vypsanim).

Druhy argument ma nazev Pokusy a znamend pocet opakovani nahodného pokusu. V nasem
pripadé se jednalo o pét vystielu, je tedy doplnéno é&islo 5.
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Wlozit funkci ? > Vlozit funkci ? b4
Vyhledat funkd: Vyhledat funkdi:
Zadejte strufny popis pofadované dinnosti a potom Kepnéte na Pfejit Zadejte struiny popis poZadovane dnnosti a potom klepnéte na Prejit
Haditko Piejit. Haditko Prejit.
Viybrat kategorii: | Vée Vybrat kategori: | Statistické v
Wybrat funkc: céagosledy pouzite ] Vybrat funkei:
Finanéni 5 s AVERAGEA ~
ABS Datum a cas AVERAGEIF
ACCRINT |Matematicke AVERAGEIFS
ACCRINTM ' T BETADIST
AMORDEGRC  |Vyhledavad BETAINV
AMORLINC ~ [Databaze BINOMDIST
ARCCOS Ioe;(::ke v CONFIDENCE v
Alogicka L loglfrmani BINOMDIST (iisp&ch;pokusy;prst_tispEchu;podet)
Owéfi, zda maji viInfenyrské ™ tm piipadé vrat Wrati hodnotu binomického rozdéleni pravdépodobnosti jednotliviyich velidin,
hodnotu PRAVDA.
Napovéda k této finke Storno Napovéda k této funkei Storno

Obrazek 1.4: Vybér kategorie statistickych funkei a funkce BINOMDIST

Treti argument odkazuje na pravdépodobnost jevu A. Jmenuje se sice Prst-uspéchu, ale tim
se nenechame zaskocit. Pravdépodobnost tspé$ného zasahu pii jednom vystielu je 0,9, proto do
tfetiho policka zaddme toto ¢islo.

Posledni argument Pocet urcuje, zda-li chceme vypocitat pravdépodobnost dané hodnoty
x, tj. hodnotu P(X = z), nebo hodnotu distribuéni funkce pro dané z, tj. F(z) = P(X < z).
V prvnim piipadé zaddme hodnotu 0, ve druhém piipadé zaddame hodnotu 1. Zde chceme

vypocitat hodnotu pravdépodobnosti, zadali jsme ¢islo 0.

| BINOMDIST ~ (> x v |£] -BinomDIST(A2;5;0,9,0)
A B 2 D E F G H | I J K
1 X ‘ P(x) ‘ F(x) Argumenty funkce ? X
2 0 5:0,9,0) BINOMDIST
3 1 Uspéch | a2 0
4 2 Pokusy |5 5
: . Prst_iispEchu 0,9 - 09
6 4 5
Poget || F&:| = NEPRAVDA
7 5i
8 = 1E05
Vrati hodnotu binomického rozdgleni pravdépodobnosti jednotivych veliéin,
2]
Potet je logické hodnota: souftova distribuéni funkce = PRAVDA,
10 hromadna pravdépodobnostri funkce = NEPRAVDA.
11
12 Vysledek = 1E-05
13
R % :
14 Napovéda k této funkd Storno

a
n

Obrazek 1.5: Zadani hodnot funkce BINOMDIST

Vyplnéné okno potvrdime kliknutim na tlac¢itko OK. V buiice A2 se ndm zobrazi vyraz
1E-05, & néco podobného. Toto je zapis v exponencidlnim tvaru a znamend éislo 1 - 1075, tj.
0,00001 — coz znamend prakticky hodnotu nula. Nyni najedeme kurzorem na dolni pravy roh
buiniky A2. Kurzor se zméni ze Sipky na znaménko plus (+), klikneme na tento dolni roh a tim
se vzorec nakopiruje do ostatnich bunék s tim, ze se ve vzorci vzdy zméni odkaz na hodnotu x
— proto jsme ji v prvnim kroku zadavali pomoci relativniho odkazu, viz Obréazek

Misto pravdépodobnosti jednotlivych hodnot bychom mohli také chtit vypocitat hodnoty
distribu¢ni funkce. Postup je skoro stejny, pouze pii vypliiovani posledniho argumentu zadame
hodnotu 1, viz Obrézek [1.7]
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B2 - fx| =BINOMDIST(A2;5;0,9;0)
A B C D E

1 X P(x) F(x)

2 0 1E-05

3 1 WL

4 2

5 3

B 4

i 5

8

Obrazek 1.6: Pro nakopirovani vzorce do ostatnich bunék kliknéte na dolni pravy roh bunky s
vytvorenym vzorcem

| BINOMDIST » (0 % « |&] =BiNOMDIST(A2;5;0,9;1)
A B {5 D E F G H 1 ] K
1 x P(x) | Flx) ‘ Argumenty funkce T x
2 0 1E-05 |5;0,%:1)
BINOMDIST
3 1 0,00045 | 0,00046 s — 0
AZ 5| =
a| 2 0,0081 | 0,00856 s:ec =
Pol Bl = 5
s 3 0,0729 | 0,08146 ol =
5 4 0,32805 | 0,40951 || Pret-useéchu 03 e
7 5 0,59049 1 Gl - mAmA
g - 1E-05
9 vrati hodnotu binomického rozdéleni pravdépodobnost jednotivych velidin.
10 Pocet je logicka hodnota: souctova distribuéni funkee = PRAVDA,
hromadna pravdépodobnostni funkce = NEPRAVDA.
11
12
13 Vysledek = 1E-05
14 Népovéda k této funka Storno

a
n

Obrézek 1.7: Hodnoty distribué¢ni funkce ziskdme zadanim hodnoty 1 do posledniho fadku okna

Z vysledku v tabulce muzeme vy¢ist mnoho informaci, viz Obrdzek [I.7] Napiiklad je zde
uvedena informace, ze

e pravdépodobnost sestieleni pravé dvou tercu je rovna 0, 0081,

pravdépodobnost sestieleni vsech péti terci je rovna 0,59049,

e nejvyssi pravdépodobnost ma zasah vSech péti tercu,

pravdépodobnost zasahu nejvyse dvou tercu je rovna 0, 00856,

pravdépodobnost zasahu nejvyse ¢tyr teréu je rovna 0,40951.

Zde naleznete videonavod k vypoctu.

36


https://youtu.be/AcynVWJDCIQ

Piiloha ¢. 2: Vypoéet nahodné veliciny s hypergeometrickym rozdélenim pomoci
Excelu

V této piiloze si popiSeme postup pii urcovani pravdépodobnosti hodnot nadhodné veli¢iny
s hypergeometrickym rozdélenim pravdépodobnosti. Postup si ukdzeme na Piikladu na
strané

1.69. Urcity typ soucastek je dodavan v sériich po 50 kusech. Pti prejimaci kontrole je z
kazdé série ndhodné vybrano 5 vyrobkua ke kontrole. Tato kontrola je pfitom provadéna tak,
ze vyrobek je podroben destrukéni zkousSce. Vime, ze v sérii je deset vadnych kusi. Potom
pocet vadnych kust mezi péti vybranymi vyrobky je ndhodnou veli¢inou s moznymi hodnotami
M ={0,1, 2, 3,4, 5}.

Resend: Ze zadani plyne, ze ndhodna veli¢ina pocet vadngch kusii mezi péti vybrangmi vijrobky
mé hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti, kde N = 50, M = 10, n = 5. PopisSme
si postup vypoctu v programu Excel. Zacdtek je stejny jako v pifloze ¢. 1. na strané [34]
Vytvotime zékladni tabulku, zapiSeme mozné hodnoty nahodné veli¢iny a nechame program
spocitat pravdépodobnosti téchto hodnot. Mozné hodnoty jsou 0, 1, 2, 3, 4, 5; tyto napiSeme
do jednotlivych bunék pod sebe. Do druhého sloupce vlozime pravdépodobnosti pfislusnych
hodnot nésledujicim zpusobem. Oznac¢ime (vybereme) bunku vedle prvni hodnoty z, kliknutim
na symbol f, vyvolame okno VioZit funkci, vybereme kategorii statistickych funkci a z nabidky
funkei vybereme polozku HYPGEOMDIST.
Funkce HYPGEOMDIST ma celkem ¢tyfi argumenty k vyplnéni, viz Obrazek

_ A B G D E E G
| 1 X ‘ P(X} ‘ Argumenty funkce ? .X
2 D 5;10;50} HYPGEOMDIST
I 3 1 Uspech M@ | =0
| Celkem |5 | = 5
| 4 2 zaklad_iispéch | 10 | - 1w
5 3 Zaklad_celkem |50 | = 50
[ = 0,310562782
| 6 4 Vrati hodnotu hypergeometrického rozdéleni.
Uspéch je pofet usp&inych pokusd ve vybéru,
7/ 5 E
| 8
9 Vjsledek = 0,310562782
10 Népovéda k této furke stormo

Obrazek 1.8: Zaddani hodnot funkce HYPGEOMDIST

Prvnim je tzv. Uspéch (ndpovéda — pocet uspésnych pokusu ve vybéru) - obecné se jednd
o hodnotu nahodné veli¢iny, pro kterou poc¢itame pravdépodobnost. Do policka kliknutim na
buiiku A2 zaddme relativni odkaz na buiiku, ve které se nachazi hodnota z (odkaz lze zadat i
ruéné vypsanim).

Druhy argument ma nézev Celkem (ndpovéda — velikost vybéru) a znamend pocet opakovéni
nahodného pokusu. V nasem pfipadé se jednalo o vybér péti vyrobku, je tedy doplnéno éislo 5.

Treti argument se jmenuje Zdklad-uspéch, (ndpovéda — pocet ispésnych pokustu v zdkladnim
souboru) a predstavuje pocet prvki s danou vlastnost{ v zékladnim souboru. V zékladni souboru
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je celkem 10 vadnych vyrobkl, zadame ¢islo 10.

Posledni argument Zdklad-celkem (ndpovéda — velikost zakladniho souboru) je roven poétu
v8ech prvku v zdkladnim souboru. Série obsahuje 50 vyrobku, prot zadame ¢islo 50.

Vyplnéné okno potvrdime kliknutim na tla¢itko OK. V bunice A2 se objevila pfislusna hod-
nota pravdépodobnosti. Nyni vzorec zkopirujeme do ostatnich bunék ke zbyvajicim hodnotdm
ndhodné veli¢iny napf. tak, Ze kursorem najedeme na dolni pravy roh bunky A2. Kurzor se
zméni ze §ipky na znaménko plus (+), klikneme na tento dolni roh a tim se vzorec nakopiruje
do ostatnich buneék.

Z vysledku v tabulce muZzeme vyéist mnoho informaci, viz Obrazek Napiiklad je zde
uvedena informace, ze

B
P(x)
0,31056
0,43134
0,20984
0,04418
0,00396
0,00012

Ve wiNnlk|lolx =

00~ Oy B W N

=}

Obrazek 1.9: Vysledky piikladu vypocétené pomoci HYPGEOMDIST

e pravdépodobnost vyskytu dvou vadnych vyrobkiu ve vybéru je rovna pfiblizné 0, 21,
e pravdépodobnost vyskytu ¢ty vadnych vyrobku ve vybéru je rovna priblizné 0, 004,
e nejvyssi pravdépodobnost ma vyskyt jednoho vadného vyrobku.

Zde naleznete videonavod k vypoctu.
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Piiloha ¢. 3: Vypocet ndhodné veliciny s poissonovym rozdélenim pomoci Excelu

V této piiloze si popiSeme postup pii urcovani pravdépodobnosti hodnot nahodné veli¢iny
s poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti. Postup si ukazeme na Prikladu na strané
a vypocteme pravdépodobnosti pro nékteré dalsi hodnoty.

1.70. K pokladné v supermarketu pfistoupi prumérné 5 zékazniku béhem deseti minut. Uréeme
pravdépodobnosti nékolika prvnich hodnot ndhodné veli¢iny pocet zdkazniki u pokladny béhem
deseti minut.

Reseni: Ze zadani plyne, ze ndhodnd veli¢ina pocet zdkazniki u pokladny béhem deseti minut
m& poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti, kde A\ = 5. Zacatek bude opét podobny jako v
predeslych ptilohach. Vytvorime zdkladni tabulku, zapiSeme nékolik prvnich hodnot ndhodné
veli¢iny (obecné neni pocet zdkazniku u pokladny shora ohrani¢en) a nechdme program spocitat
pravdépodobnosti téchto hodnot. Mozné hodnoty budeme uvazovat 0, 1, 2, 3,4, 5..., 12, 13;
tyto napiseme do jednotlivych bunék pod sebe.

Do druhého sloupce vlozime pravdépodobnosti pfislusnych hodnot nasledujicim zpusobem.
Oznacime (vybereme) bunku vedle prvni hodnoty z (v naSem piipadé se jednd o buiiku A2),
kliknutim na symbol f, vyvolame okno VloZit funkci, vybereme kategorii statistickych funkci a
z nabidky funkci vybereme polozku POISSON.

Funkce POISSON m4 celkem tii argumenty k vyplnéni, viz Obrazek

A B C D E F G H | 1
1 x | Plx) |F(x) - L L
2 0 |{A2'5'D} l éArgumenty funkce 7 Y
3 1 | PoIsson
4 2 | x B M| =0
5 3 | Stedni |5 B = s
6 4 | Soudet 0 FRz| = NEPRAVDA
7 5 l = 0,006737947
8 6 | Vr&ti hodnotu Poissonava rozdéleni,
9 7 | X je pofet udalost.
10 g |
11 9 [
12 10 | Visledek = 0,006737347
13 1 | Mapovsda k této funkd Storno
14 12 L
15 13

i

Obrazek 1.10: Zadéni hodnot funkce HYPGEOMDIST

Prvni argument mnd oznaceni X (ndpovéda — pocet udalosti) - opét se jednd o hodnotu
ndhodné veli¢iny, pro kterou pocitame pravdépodobnost. Do policka kliknutim na bunku A2
zaddme relativni odkaz na bunku, ve které se nachdzi hodnota z (odkaz lze zadat i rucné
vypsanim).

Druhy argument ma nézev Stredni (ndpovéda — predpokladand ¢iselnd hodnota, kladné
¢islo) a znamend stiedni (ocekdvanou) hodnotu ndhodné veli¢iny. V nasem piipadé v pruméru
chodi 5 zékaznikl za 10 minut, je tedy doplnéno ¢islo 5.

Posledni argument Soucet urcuje, zda-li chceme vypocitat pravdépodobnost dané hodnoty
x, tj. hodnotu P(X = z), nebo hodnotu distribu¢ni funkce pro dané z, tj. F(z) = P(X < ).

39



V prvnim piipadé zadame hodnotu 0, ve druhém piipadé zaddme hodnotu 1. Zde chceme
vypocitat hodnotu pravdépodobnosti, zadali jsme ¢islo O.

Vyplnéné okno potvrdime kliknutim na tla¢itko OK. V bunce A2 se objevila ptislusna hod-
nota pravdépodobnosti. Nyni vzorec zkopirujeme do ostatnich bunék ke zbyvajicim hodnotdm
ndhodné veli¢iny napf. tak, Ze kursorem najedeme na dolni pravy roh bunky A2. Kurzor se
zméni ze $ipky na znaménko plus (+), klikneme na tento dolni roh a tim se vzorec nakopiruje
do ostatnich bunék.

Misto pravdépodobnosti jednotlivych hodnot bychom mohli také chtit vypocitat hodnoty
distribuéni funkce. Postup je skoro stejny, pouze pii vyplinovani posledniho argumentu zaddme
hodnotu 1.

Z vysledku v tabulce opét vycéteme mnoho informaci, viz Obrézek Napiiklad je zde

uvedena informace, ze

_ A B G
1 x | P |Fx

| 2 0 0,00674 | 0,00674
3 1 0,03369 | 0,04043
4 2 0,08422 | 0,12465

[ s 3 0,14037 | 0,26503
6 4 0,17547 | 0,44049
- 5 0,17547 | 0,61596
g 6 0,14622 | 0,76218

[ 9 7 0,10444 | 0,86663
10 8 0,06528 | 0,93191
11 9 0,03627 | 0,96817
12 10 |0,01813| 0,9863
13 11 | 0,00824 | 0,99455
14 12 | 0,00343| 0,99798
15 13 | 0,00132| 0,9993

Obréazek 1.11: Vysledky prikladu vypoctené pomoci HYPGEOMDIST

e pravdépodobnost pfichodu ti{ zdkazniku béhem deseti minut je rovna piiblizné 0, 14037,

e pravdépodobnost piichodu nejvySe tif zdkaznika béhem deseti minut je rovna piiblizné
0, 26503,

e nejvyssi pravdépodobnost (modélni hodnotu) mé pfichod ¢tyt nebo péti zékazniku béhem

deseti minut.

Zde naleznete videonavod k vypoctu.
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