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Geometrický a harmonický pr̊uměr

Po dnešńı hodině byste měli být schopni:

poznat vhodnost užit́ı geometrického pr̊uměru,

vypoč́ıtat geometrický pr̊uměr jak v prostém, tak i ve váženém tvaru
s absolutńımi i relativńımi vahami,

poznat vhodnost užit́ı harmonického pr̊uměru,

vypoč́ıtat harmonický pr̊uměr jak v prostém, tak i ve váženém tvaru
s absolutńımi i relativńımi vahami.
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Pr̊uměry

Př́ıklad 1

Na výpisech z účtu jsou následuj́ıćı údaje. Změna stavu účtu:
únor oproti lednu: r̊ust o 40 %
b̌rezen oproti únoru: pokles o 30 %
duben oproti b̌reznu: pokles o 10 %
Otázka: jaká byla pr̊uměrná změna stavu od února do dubna?

leden: 100 000 Kč

únor: 100 000 · 1, 4 = 140 000 Kč

b̌rezen: 0, 7 · 140 000 = 98 000 Kč

duben: 0, 9 · 98 000 = 88 200 Kč

duben: 0, 9 · 0, 7 · 1, 4 · 100 000 Kč

Celková pr̊uměrná změna muśı být taková,
abychom po jej́ım troj́ım provedeńı dostali ze
100 000 Kč částku 88 200 Kč.

x̄. . . pr̊uměrná měśıčńı změna

(ve formě násob́ıćıho koeficientu,
viz č́ısla 0.9, 0.7, 1.4):

88 200 = x̄ · x̄ · x̄ · 100 000

88 200 = 0, 9 · 0, 7 · 1, 4 · 100 000

(x̄)3 = 0, 9 · 0, 7 · 1, 4

x̄ = 3
√

0, 9 · 0, 7 · 1, 4
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100 000 Kč částku 88 200 Kč.
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duben: 0, 9 · 0, 7 · 1, 4 · 100 000 Kč
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100 000 Kč částku 88 200 Kč.
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(ve formě násob́ıćıho koeficientu,
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Otázka: jaká byla pr̊uměrná změna stavu od února do dubna?

leden: 100 000 Kč
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Geometrický pr̊uměr

Geometrický pr̊uměr

Předpokládejme, že kvantitativńı veličina X nabývá n kladných hodnot x1, x2, x3, . . . , xn.
Potom geometrickým pr̊uměrem xG z těchto hodnot nazýváme č́ıslo vypočtené ze vztahu

xG = n
√
x1 · x2 · x3 · . . . · xn.

Vážený geometrický pr̊uměr

Předpokládejme, že kvantitativńı veličina X nabývá n kladných hodnot x1, x2, . . . , xk s
absolutńımi, resp. relativńımi četnostmi n1, . . . , nk, resp. p1, . . . , pk. Potom geometrický pr̊uměr
xG z těchto hodnot vypočteme pomoćı vzorc̊u

xG = n
√

xn1
1 · x

n2
2 · · ·x

nk
k ,

resp.
xG = xp1

1 · x
p2
2 · · ·x

pk
k .

Geometrický pr̊uměr můžeme použ́ıt nap̌r. právě k výpočtu pr̊uměrné procentńı ḿıry změny,
která je vypoč́ıtávána z rozličných na sebe navazuj́ıćıch základů.
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absolutńımi, resp. relativńımi četnostmi n1, . . . , nk, resp. p1, . . . , pk. Potom geometrický pr̊uměr
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Použit́ı geometrického pr̊uměru

Př́ıklad 2: prostý geometrický pr̊uměr

Vypočtěte geometrický pr̊uměr hodnot 1.2, 3.1, 2.4, 1.8 a 0.6.

xG =
5
√

1.2 · 3.1 · 2.4 · 1.8 · 0.6 =
5
√

9.64224
.
= 1.573

Př́ıklad 3: vážený geometrický pr̊uměr (absolutńı četnosti)

Vypočtěte geometrický pr̊uměr veličiny s následuj́ıćım rozděleńım četnost́ı jednotlivých hodnot:

xi 1.05 1.02 0.98 0.82
ni 2 1 2 3

xG =
8
√

1.052 · 1.02 · 0.982 · 0.823 = 0.937
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xi 1.05 1.02 0.98 0.82
ni 2 1 2 3

xG =
8
√

1.052 · 1.02 · 0.982 · 0.823 = 0.937

Statistika I (KMI/PSTAT) 5 / 16
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Použit́ı geometrického pr̊uměru
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Vypočtěte geometrický pr̊uměr hodnot 1.2, 3.1, 2.4, 1.8 a 0.6.

xG =
5
√

1.2 · 3.1 · 2.4 · 1.8 · 0.6 =
5
√

9.64224
.
= 1.573
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Vypočtěte geometrický pr̊uměr veličiny s následuj́ıćım rozděleńım četnost́ı jednotlivých hodnot:

xi 1.05 1.02 0.98 0.82
ni 2 1 2 3

xG =
8
√

1.052 · 1.02 · 0.982 · 0.823 = 0.937
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Použit́ı geometrického pr̊uměru

Př́ıklad 4: vážený geometrický pr̊uměr (relativńı četnosti)

Vypočtěte geometrický pr̊uměr veličiny s následuj́ıćım rozděleńım četnost́ı jednotlivých hodnot:

xi 2 3 4 5
pi 0.2 0.1 0.4 0.3

xG = 20.2 · 30.1 · 40.4 · 50.3 .
= 3.618
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Použit́ı geometrického pr̊uměru

Př́ıklad 5: použit́ı geometrického pr̊uměru

Banka nab́ıźı zhodnoceńı vložených finančńıch prosťredk̊u o 20 % za 10 let. Jaká je skutečná
ročńı úroková ḿıra nab́ızená bankou?

x̄ . . . pr̊uměrné zhodnoceńı (ve formě násob́ıćıho koeficientu) za jedno úrokovaćı obdob́ı

A . . . částka na počátku

1, 2 ·A . . . částka po deseti úrokovaćıch obdob́ıch (částka A zvěťsená o 20 %)

1, 2 ·A = x̄ · x̄ · x̄ · . . . · x̄ ·A

1, 2 = (x̄)10

x̄ = 10
√

1, 2

x̄
.
= 1, 0184

Skutečná ročńı úroková ḿıra čińı i
.
= 1, 84 % p.a.
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.
= 1, 84 % p.a.

Statistika I (KMI/PSTAT) 7 / 16
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1, 2 ·A = x̄ · x̄ · x̄ · . . . · x̄ ·A

1, 2 = (x̄)10

x̄ = 10
√

1, 2

x̄
.
= 1, 0184
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1, 2 ·A = x̄ · x̄ · x̄ · . . . · x̄ ·A

1, 2 = (x̄)10

x̄ = 10
√

1, 2

x̄
.
= 1, 0184
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Úlohy k samostatné práci

Př́ıklad 6: geometrický pr̊uměr

Vypočtěte geometrický pr̊uměr hodnot 0.45, 1.21, 0.78, 2.31, 0.32, 1.24 a 2.34.

Př́ıklad 7: geometrický pr̊uměr

Vypočtěte geometrický pr̊uměr veličiny s následuj́ıćım rozděleńım četnost́ı jednotlivých hodnot:

xi 0.95 0.98 1.12 1.25 1.54 1.75
ni 2 3 4 4 3 2

Př́ıklad 8: geometrický pr̊uměr

Vypočtěte geometrický pr̊uměr veličiny s následuj́ıćım rozděleńım četnost́ı jednotlivých hodnot:

xi 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
pi 0.2 0.1 0.4 0.2 0.1

Př́ıklad 9: použit́ı geometrického pr̊uměru

Pr̊uměrná hrubá mzda v ČR v roce 2010 byla 23 864 Kč, v roce 2019 činila 34 125 Kč (dle
p̌redběžných dat). O kolik procent ročně pr̊uměrně rostla tato mzda v uvedených letech?
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Harmonický pr̊uměr

Př́ıklad 4

Auto jelo z UL do Prahy (tedy 100 km) pr̊uměrnou rychlost́ı 80 km/h. Zpět z Prahy do UL
(tedy opět 100 km) jelo pr̊uměrnou rychlost́ı 120 km/h. Jaká byla pr̊uměrná rychlost v obou
cestách dohromady?

Př́ıklad 5

Jak by se změnil p̌redchoźı výpočet v p̌ŕıpadě, že auto by r̊uznými pr̊uměrnými rychlostmi
proj́ıždělo ťri stejně dlouhé úseky?

Harmonický pr̊uměr

Mějme kvantitativńı veličinu X s hodnotami x1, x2, . . . , xn. Harmonickým pr̊uměrem hodnot
x1, x2, . . . , xn nazveme č́ıslo

xH =
n

1

x1
+

1

x2
+ · · ·+

1

xn

.
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Př́ıklad 5
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xH =
n

1

x1
+

1

x2
+ · · ·+

1

xn

.

Statistika I (KMI/PSTAT) 9 / 16



Harmonický pr̊uměr
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x1, x2, . . . , xn nazveme č́ıslo
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Výpočet pr̊uměr̊u

Vážený harmonický pr̊uměr - absolutńı četnosti

Mějme kvantitativńı veličinu X s n hodnotami x1, x2, . . . , xk, kde č́ısla n1, n2, . . . , nk

p̌redstavuj́ı absolutńı četnosti hodnot x1, . . . , xk. Potom harmonický pr̊uměr vypočteme pomoćı
vzorce

xH =
n

n1

x1
+

n2

x2
+ · · ·+

nk

xk

.

Vážený harmonický pr̊uměr - relativńı četnosti

Mějme kvantitativńı veličinu X s n hodnotami x1, x2, . . . , xk, kde č́ısla p1, p2, . . . , pk
p̌redstavuj́ı relativńı četnosti hodnot x1, x2, . . . , xk. Potom harmonický pr̊uměr vypočteme
pomoćı vzorce

xH =
1

p1

x1
+

p2

x2
+ · · ·+

pk

xk

.
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Harmonický pr̊uměr

Př́ıklad 6

Vypočtěte harmonický pr̊uměr veličiny s následuj́ıćım rozděleńım četnost́ı hodnot:

xi 20 25 30 35 40
ni 3 4 5 2 1

xH =
3 + 4 + 5 + 2 + 1

3
20

+ 4
25

+ 5
30

+ 2
35

+ 1
40

=
15

3
20

+ 4
25

+ 5
30

+ 2
35

+ 1
40

=
15

630
4 200

+ 672
4 200

+ 700
4 200

+ 240
4 200

+ 105
4 200

=
15

2 347
4 200

=
15 · 4 200

2 347
=

63 000

2 347

.
= 26.84
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Př́ıklad 6
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35

+ 1
40

=
15

630
4 200

+ 672
4 200

+ 700
4 200

+ 240
4 200

+ 105
4 200

=
15

2 347
4 200

=
15 · 4 200

2 347
=

63 000

2 347

.
= 26.84

Statistika I (KMI/PSTAT) 11 / 16



Harmonický pr̊uměr

Př́ıklad 7

Vypočtěte harmonický pr̊uměr veličiny s rozděleńım četnost́ı hodnot:

xi 3 4 5 6 7
pi 0.2 0.3 0.2 0.2 0.1

xH =
1

0.2
3

+ 0.3
4

+ 0.2
5

+ 0.2
6

+ 0.1
7

=
1

280
4 200

+ 315
4 200

+ 168
4 200

+ 140
4 200

+ 60
4 200

=
1

963
4 200

=
4 200

963

.
= 4.36
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Výpočet pr̊uměr̊u

Př́ıklad 8

Vypočtěte aritmetický, geometrický a harmonický pr̊uměr z hodnot 1, 2, 4.

x =
1 + 2 + 4

3
=

7

3
= 2, 3

xG =
3
√

1 · 2 · 4 =
3
√

8 = 2

xH =
3

1

1
+

1

2
+

1

4

=
3

4 + 2 + 1

4

=
12

7

.
= 1, 714

Povšimněte si nerovnosti mezi pr̊uměry: xH ≤ xG ≤ x.

Nerovnosti mezi pr̊uměry

Mějme kvantitativńı veličinu X a p̌redpokládejme, že známe aritmetický pr̊uměr x, geometrický
pr̊uměr xG a harmonický pr̊uměr xH z hodnot této veličiny. Potom plat́ı následuj́ıćı nerovnosti:

xH ≤ xG ≤ x,

p̌ričemž rovnost mezi pr̊uměry plat́ı pouze v p̌ŕıpadě, že jsou všechny hodnoty xi shodné.
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Výpočet pr̊uměr̊u
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Statistika I (KMI/PSTAT) 13 / 16
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Výpočet pr̊uměr̊u
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xH ≤ xG ≤ x,
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Použit́ı nerovnost́ı mezi pr̊uměry

Př́ıklad 9: nákup akcíı I

V každém čtvrtlet́ı koupil John Villiani 100 akcíı jisté společnosti za tyto ceny:

čtvrtlet́ı cena za akcii
1 8 dolar̊u
2 8 dolar̊u
3 10 dolar̊u
4 5 dolar̊u

Jaké byly pr̊uměrné náklady Johna na 1 akcii?

Př́ıklad 10: nákup akcíı II

Susan Yorková kupuje akcie jiným způsobem. Každé čtvrtlet́ı investuje 800 dolar̊u do nákupu
tolika akcíı, kolik lze koupit za momentálńı cenu.

čtvrtlet́ı cena za akcii
1 8 dolar̊u
2 8 dolar̊u
3 10 dolar̊u
4 5 dolar̊u

Jaké budou jej́ı pr̊uměrné náklady na jednu akcii?
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Kdy lze použ́ıt daný typ pr̊uměru?

Aritmetický pr̊uměr

Auto jede 1 hodinu rychlost́ı 80 km/h, pak jede 1 hodinu rychlost́ı 120 km/h. Jaká byla jeho
pr̊uměrná rychlost za celou dobu?

v =
s

t
=

s1 + s2

t1 + t2
=

v1t1 + v2t2

t1 + t2
=

80 · 1 + 120 · 1
1 + 1

=
80 + 120

2

Jak nakupoval John?

P =
P

N
=

800 + 800 + 1000 + 500

100 + 100 + 100 + 100
=

8 + 8 + 10 + 5

4

Harmonický pr̊uměr

Auto jede 100 km rychlost́ı 80 km/h, pak jede 100km rychlost́ı 120 km/h. Jaká byla jeho
pr̊uměrná rychlost za celou j́ızdu?

v =
S

t
=

s + s

t1 + t2
=

s + s
s
v1

+ s
v2

=
100 + 100
100
80

+ 100
120

=
2

1
80

+ 1
120

Jak nakupovala Susan?

P =
P

N
=

800 + 800 + 800 + 800
800
8

+ 800
8

+ 800
10

+ 800
5

=
4

1
8

+ 1
8

+ 1
10

+ 1
5
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Úlohy k samostatné práci

Př́ıklad 1

Vypočtěte harmonický pr̊uměr z hodnot 5, 6, 7, 8, 9, 10.

Př́ıklad 2

Vypočtěte harmonický pr̊uměr veličiny s následuj́ıćım rozděleńım četnost́ı hodnot:

xi 5 6 7 8 9
ni 2 3 5 3 2

resp.
xi 2 4 6 8 10
pi 0, 1 0, 3 0, 2 0, 3 0, 1

Př́ıklad 3

Tři dělńıci v d́ılně se zabývaj́ı výrobou stejných výrobk̊u. Prvńımu z nich trvá zhotoveńı výrobku
5 minut, druhému 10 minut a ťret́ımu 15 minut. Jaká doba je pr̊uměrně zapoťreb́ı k zhotoveńı
jednoho výrobku?

Př́ıklad 4

Technické služby města maj́ı k dispozici šest zametaćıch stroj̊u typu A, čty̌ri stroje typu B a
jeden stroj typu C. Stroj typu A zamete 1 km silnice za 20 minut, stroj typu B za 30 minut a
stroj typu C za 40 minut. Jaká doba je v pr̊uměru poťreba k vyčǐstěńı jednoho kilometru silnice,
pracuj́ı-li všechny stroje najednou?
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