Matematika (KMI/PMATE)

0.1 Uvod do linearni algebry

0.1.1 Vektory

Definice 0.1.1. Vektorem (aritmetického prostoru R™) budeme rozumét usporadanou n-tici
redlnych éisel (z1,za,...,zn).

Definice 0.1.2. Definice scitani vektora
(al,ag,...,an)@ (bl,bg,...,bn) = (a1 +b1,a2 +b2,...,an-‘rbn)
Piiklad 0.1. (2,3,—4)+ (1,—4,5)=(2+ 1,3+ (—4),—4+5)=(3,-1,1)
Definice 0.1.3. Definice nasobeni vektoru realnym cislem «
a®(a1;a2a"'aan) = (Oz~a1,a~a2,...,a~an)
Piiklad 0.2. 5-(10,-3,2,7) = (5-10,5-(=3),5-2,5-7) = (50, —15, 10, 35)
Piiklad 0.3. Jsou dény vektory Vi = (2,3,5) a Vo = (—1,2,1). Vypoctéte soufadnice
vektoru U, pro ktery plati: U = 2V; + 3V%.
Resent:
U =2V 43V,

=2(2,3,5)+3(-1,2,1)

= (4,6,10) + (—3,6,3)

=(1,12,13)

Zéver: (1,12,13) = 2(2,3,5) + 3(—1,2,1)
Priklad 0.4. Vypoctéte souradnice vektoru U, pro ktery plati: U = 3V; — 5V;, + 2V3, kde
= (3)472)’ Vo = (2a3771) alVs= (57737 1)
Shrnuti
(1,12,13) = 2(2,3,5) + 3(—1,2,1)
(9,-9,13) = 3(3,4,2) — 5(2,3,-1) + 2(5,-3,1)
Definice 0.1.4. Rekneme, ze vektor U je linedrni kombinaci skupiny vektort Vi, Va, ...V,
jestlize existuji redlna cisla aq, ao, ... ,a, takova, ze
U=a1Vi+aVo+...+aVs.

Piiklad 0.5. Vektor (1,12, 13) je linedrni kombinaci vektorua (2,3,5) a (—1,2,1).
Vektor (9, —9,13) je linedrni kombinaci vektoru (3,4,2), (2,3,—1) a (5,-3,1).
Priklad 0.6. Zjistéte, zda vektor U = (—2;5;0) je linedrni kombinaci vektora V3 = (2;1;3)
a Vo =(-2;1;-2).

Resent: Je-li vektor U linedrni kombinaci vektorti V; a Vs, potom existuji koeficienty o a 3,
které vyhovuji rovnici U = «- V1 + 3 - Va.
(=2:5;0) = a(2; 1;3) + B(—2; 1; -2)
= (2050;3a) + (—26; ; —28)
= (2a—28;a+ 3;3a — 26)

—2=2a—-28 S5=a+0 0=3x—-28 a=2 =3
Zaver: Vektor U je linearni kombinaci vektora Vi a Vs.

Definice 0.1.5. Skupinu vektora Vi, Vs, ...V, ve které zadny vektor neni linearni kombi-
naci zbyvajicich vektorti, nazyvame linedrné nezavisld skupina vektort, resp. o téchto vek-
torech fekneme, Ze jsou linedrné nezavislé.
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Vektor (1,12, 13) je linedrn{ kombinaci vektoru (2,3,5) a (—1,2,1).

Vektory (1,12,13), (2,3,5) a (—1,2,1) nejsou linedrné nezavislé.

Vektor (9, —9, 13) je linedrn{ kombinaci vektoru (3,4, 2), (2,3,—1) a (5,—3,1).
Vektory (9,—9,13), (3,4,2), (2,3,—1) a (5,—3, 1) nejsou linedrné nezévislé.

Definice 0.1.6. Skupinu vektora Vi, Vs, ...V, ve které zadny vektor neni linearni kombi-
naci zbyvajicich vektorl, nazyvame linedrné nezavisla skupina vektoru.

Vi=(1,0,0, Va=(0,1,0), Vs=(0,0,1)

(1,0,0) = «(0,1,0) + 5(0,0,1) = (0,,0) + (0,0, 5) = (0, a, B)
(0,1,0) = «(1,0,0) + 5(0,0,1) = («,0,0) + (0,0, 5) = («,0,5)
(0,0,1) = a(1,0,0) + 3(0,1,0) = (e, 0,0) + (0, 3,0) = (e, 3,0)
Skupina neni lineadrné zavisl, resp. je linedrné nezavisla.

O geometrickém vyznamu linedrni (ne)zavislosti vektoru viz https: //www.geogebra.org/m/NQFPMNnN.

0.2 DMatice

Definice 0.2.1. Matici typu (m,n) nazyvame schéma m x n redlnych ¢isel

a1 ai12 e A1n
a1 a2 e agn
A= (amn) =
am1 Am?2 oo Qmn
Priklad 0.7.

-2 3
A(§_§ _i’> B=| -8 11
5 7

Definice 0.2.2. Jednotliva ¢isla v matici nazyvame prvky matice. Kazdy prvek matice ma
své ,souradnice“, které pomahaji jednoznac¢né urc¢it polohu prvku v matici.

Priklad 0.8. V dané matici naleznéte prvky ass, asi, a4o.

5 9 3
A= 1 4 2
6 7 8
Reseni: ags = 2, az1 =6, prvek ags v dané matici neexistuje

Definice 0.2.3. Jednotlivé fadky, resp. sloupce v matici mizeme chapat jako tzv. radkové,
resp. sloupcové vektory. Napr. v matici

A=

S = Ot
- s ©
00 N o

lze druhy fadek chapat jako vektor ro = (1, 4, 2); tieti sloupec jako vektor

3
Sg = 2
8

Definice 0.2.4. Matici typu n X n, tj. matici, kterd ma stejny pocet radku jako sloupct,
nazyvame ¢tvercova matice.


https://www.geogebra.org/m/NQFPMNnN
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Priklady c¢tvercovych matic:

7 3 8 1

3 8 1
4 5 31 2 4
a=(55) m=(32 1) o=
1 9 4 7

Definice 0.2.5. Matici typu n x m, kde n # m, tj. matici, kterd ma jiny pocet radka nez
sloupcti, nazyvame obdélnikova matice.

Priklady obdélnikovych matic:

N OO

2
1)’ ¢=

Definice 0.2.6. Prvky matice ve tvaru a;; nazyvame diagondlni prvky. VSechny diagonalni
prvky matice vytvareji tzv. diagonalu.

W w
FNQEIC Yo
IS IRT-

15 9 7 8 1
3 8 2 3 5 2 4

a2 )om=(550) e=55 05
6 7 4 7

Cervené oznacené prvky v matici predstavuji prislusné diagonalni prvky.

Definice 0.2.7. Ctvercovou matici, ve které jsou viechny prvky pod diagonélou rovny nule,
nazyvame horni trojihelnikova matice.

Obdélnikovou matici, ve které jsou vsechny prvky pod diagonilou rovny nule, nazyvame
horni lichobéznikova matice.

02 73 38 2T

A= , B=|0 3 21
0 0 9 4 00 4 7
0 0 0 3

Definice 0.2.8. Ctvercovou matici, ve které jsou viechny diagonalni prvky rovny jedné, a
vSechny zbyvajici prvky jsou rovny nule, nazyvame jednotkova matice.

Matici, ve které jsou vsechny prvky rovny nule, nazyvame nulova matice.

A=

SO =
[ )

0
0|, B=
1

o O O
o O O
S O O
S O O

Definice 0.2.9. Rekneme, ze dvé matice A a B jsou si rovny, jestlize jsou stejného typu
(stejny pocet fadku a sloupcit) a pro vsechny indexy ¢ a j plati rovnost a;; = byj, tj. a11 = biz,
a2 = b2, ..., Gmn = by

4 3 2 4 3 2
1 90]|=(1090
8 7 1 8 7 1
4 3 2 3.4 2
1 904|190
8 7 1 8 7 1
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Definice 0.2.10. Hodnost matice je ¢islo, které udava pocet linearné nezavislych radkovych
vektord v matici.

Priklad 0.9.

3
A=10
0

S W
W w o
= DN Ot

h(A) =

Dvé matice se nazyvaji ekvivalentni, jestlize maji stejny pocet sloupcti a stejnou hodnost.
Upravy, které prevadéji matici v matici s ni ekvivalentni nazyvame ekvivalentni tpravy.

Naésledujici operace patii mezi ekvivalentni tpravy:
1. Zména poradi radkovych vektort.
2. Vynasobeni fadkového vektoru nenulovym ¢islem.

3. K libovolnému radkovému vektoru pri¢teme linedrni kombinaci zbyvajicich fadkovych
vektort.

4. Jestlize je néktery radkovy vektor linedrni kombinaci ostatnich radkovych vektort,
potom jej vynechame.

5. Pripojeni dalsiho rddkového vektoru, ktery je linedrni kombinaci fadkovych vektori
matice.

6. Zaména poradi sloupcovych vektort.

Definice 0.2.11. Gaussuv algoritmus vypoctu hodnosti matice
Matici prevedeme pomoci ekvivalentnich tprav na horni lichobéznikovou matici. Hod-
nost (tj. pocet fadki) této horni lichobéznikové matice je rovna hodnosti ptivodni matice.

1 5 3 1 5 3
2 71 |~...~| 0 3 5
3 12 7 0 0 1

Gaussova metoda umoznuje rozhodnout o dané skupiné vektort v aritmetickém vekto-
rovém prostoru, zda je ¢i neni linedrné zavisla. Navic prevadi soustavu rovnic zapsanou v
maticovém tvaru na jinou soustavu, ovSem se shodnym fesenim.

Priklad 0.10. Urceme hodnost matice A, kde:

17 37 _25 27
2, 6, 3, 0, -1
A= -1, 1, 3, 1, 5
-2, 2, 13, -2, 1
Reseni: Pouzijeme Gausstiv algoritmus
1 3 =2 2 4 -2 1 2 1 3 -2 2 4
2 6 3 0 —1] ++ 00 7 -4 -9
-1 1 3 1 5 R — 0 4 1 3 9
-2 2 13 -2 1 — 0 8 9 2 9
Piiklad 0.11. Uprava matice Gaussovou eliminaci
13 -2 2 4
00 7 -4 -9
0 4 1 3 9 —
0 8 9 2 9
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at

13 -2 2 4
04 1 3 9
1o o0 -4 -9 |~
08 9 2 9

1 3 -2 2 4
0 4 1 3 9 -2
00 7 —4 -9 ~
08 9 2 9 —+
1, 3, —2, 2 4
0, 4, 1, 3, 9
0, 0, 7, —4, -9 ~
0, 0, 7, -4, -9
Priklad 0.13. ijrava matice Gaussovou eliminaci
1, 3, -2, 2, 4 L 3 —2 2 4
0, 4, 1, 3, 9
~ | 0, 4, 1, 3, 9
0, O, 7, —4, -9 0 0 7 _4 9
0, 0 7, —4, -9 T ' ’

Ziskali jsme horni lichobéznikovou matici, kterd ma hodnost 3. Proto je h(A) = 3.

0.3 Soustava linearnich rovnic

Definice 0.3.1. Soustava rovnic Soustava rovnic

1121 + a12%2 + ...+ a1p%, = by

ao1X1 + a29%2 + ...+ a9, = b
+ : +...4+ : = .

Am1T1 + Q222 + . .o+ QG Ty =bpy

kde a;;, b; jsou redlnd ¢isla a x; nezndmé, se nazyva soustava m linedrnich algebraickych
rovnic o n neznamych, struéné soustava linearnich rovnic.

Matice
ail ai12 e A1n
a1 a2 ... QG2pn
ml Am2 ... Qmn
je tzv. matice soustavy a matice

ail a12 e A1n b1

a1 a2 e agn bg

Am1 Qm2 .- Gmn | b,

se nazyva rozsifend matice soustavy.

Definice 0.3.2. Reseni soustavy rovnic Resenim soustavy nazyvame kazdy aritmeticky
vektor
n
u = (uy,uzg,...,u,) € R",

jehoz slozky u;, dosazeny za neznamé x;, preméni soustavu m rovnic v soustavu m rovnosti.
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201 —4xo + 23 =5

u=(52;3)
2:5—-4-243=5
u=(20;1)

2:2-4-0+1=5

Definice 0.3.3. Frobeniova véta Soustava linedrnich rovnic ma alespon jedno reseni pravé
tehdy, kdyz matice soustavy a rozsifend matice soustavy maji tutéz hodnost. Jestlize sou-
stava linedrnich rovnic o n nezndmych ma matici soustavy a rozsirenou matici soustavy téze
hodnosti rovné ¢islu h, potom plati:

1. Jestlize h = n, soustava ma pravé jedno reseni.

2. Jestlize h < n, soustava ma nekonecéné mnoho feseni. Pfitom vSechna feseni dostaneme
tak, Ze jistych n — h nezndmych volime (vSemi moZnymi zpusoby) a zbyvajicich h
nezndmych (jednoznaéné) vypoéitame.

Definice 0.3.4. Homogenni soustava linedrnich rovnic Soustava linearnich rovnic, jejichz

pravé strany jsou rovny nule, se nazyva homogenni soustava linearnich rovnic. Kazdou
takovou soustavu muzeme zapsat ve tvaru:

a11x1 —+ a12X2 +...4+ A1ndn :0
ao1x1 + a2 + ...+ asnxr, =0

+ 4+ =
Am1X1 + G2+ ...+ Aty =0

kde 1,23, . .., 2, jsou nezndmé a prvky a;; jsou piislusné koeficienty u j-té nezndmé v i-tém
radku soustavy.

Predchozi soustava je pouze specidlnim pripadem soustavy s nenulovou pravou stranou.
Ma vsak nékteré specialni zajimavé vlastnosti.

1. Soustava homogennich linearnich rovnic ma vzdy feseni.

2. Mnozina M vSech Feseni obecné soustavy linearnich rovnic (tj. soustavy rovnic s nenu-
lovou pravou stranou) je rovna souétu m + V' libovolného (tzv. partikuldrniho) Feseni
m obecné soustavy s vektorovym prostorem V vSech feSeni prislusné soustavy homo-
gennich rovnic.

Vypoctéte Teseni soustavy linedrnich rovnic:

x1 + 229 4+ 323 + 224 =3
2x1 + dxo + 43+ 324 =1
31 +2x9 +x3+404 =7
21 +x9 + 223 + 224 =6

Soustavu zapiSeme v maticovém tvaru:

N W N~
— N Ot N
N = e W
N = W N
SN =W

Pri Gpravé matice pouzivame nasledujici upravy k tomu, abychom ji prevedli do tvaru
horni lichobéznikové matice:

e zména poradi radka matice

e vynasobeni radku matice nenulovym ¢islem
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e pric¢teni nenulového nasobku i-tého fadku k j-tému radku

e vynechdni fadku, ktery je linedrn{ kombinaci zbyvajicich fadku (zejména pokud obsa-
huje pouze nuly)

Tim soustavu rovnic prevedeme na jinou, ekvivalentni, soustavu, kterd ma ovSem stejné
reSeni jako puvodné zadand soustava rovnic.
Podle Frobeniovy véty muze mit soustava linearnich rovnic celkem ti rizné pocty reseni:

Definice 0.3.5. Soustava nemé feseni Toto nastane tehdy, jestlize se hodnost zakladni a
rozs$ifené matice nerovnaji.

1 23 2| 2 12 3 2] 2
2 5 4 3| 7 01 -2 —1| 3
321447100 2 1]-1
2 4 6 4| 5 00 0 o0 1

Uvédomte si, Ze posledni rovnice v soustavé ma tvar
0z1 + 029 + Oz3 + 024 = 1.
Soustava linedrnich rovnic miize mit celkem tii rizné pocty feseni:

Definice 0.3.6. Soustava ma prave jedno reseni Hodnost zakladn{ a rozsirené matice rovnaji
a tato hodnota je rovna poc¢tu neznamych.

1 2 3 2| 2 12 3 2] 2
2 5 4 3| 7 01 -2 —1| 3
32 1 4417100 2 1]|-1
21 2 2| 0 00 0 1|-3

Uvédomte si, ze posledni rovnice v soustavé ma tvar
0x1 4+ 0x2 4+ 023 + 1oy = —3,

resp.
Ty = 3.

Nyni uvazujme tieti fddek v zavéretné matici: fadek (0 0 2 1 | — 1) predstavuje rovnici
0x1 + 0z + 223 + 74 = —1,

tedy rovnici
203 + x4 = —1.

Jiz vime, Ze hodnota neznamé x4 je rovna ¢islu —3. Rovnici upravime do tvaru
2z3 4+ (—3) = —1, resp. 2z3—3=—1.
Je tedy
203 =2, resp. x3=1.

Nyni jiz vime, ze x3 =1 a ©4 = —3.
Nyni uvazujme druhy faddek v zavérecné matici: fadek (0 1 — 2 — 1 |3) predstavuje
rovnici
Oxy 4+ 1ao + (—2)$3 + (—1)I4 =3,
je tedy
To — 2x3 — x4 = 3.

Jiz vime, ze z3 = 1 a x4 = —3. Tyto hodnoty dosadime do pfedchozi rovnice a dostaneme

22 —2-(1)—(=3)=3, resp. xz2+1=3.
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Je tedy zo = 2. Nyni jiz vime, ze o = 2, 23 =1 a x4 = —3.
Nakonec uvazujme prvni fadek v zdvérecné matici: fadek (1 2 3 2 |2) predstavuje rovnici

1z 4+ 229 4 323 + 224 = 2.

Vime, ze zo = 2, 23 = 1 a x4 = —3. Tyto hodnoty dosadime do predchozi rovnice a
dostaneme

x1+2-2+4+3-142-(=3)=2, resp. x1+1=2.
Je tedy 1 = 1. Tim jsme ziskali hodnoty vSech nezndmych: z; = 1, 20 = 2, z3 = 1 a
x4 = —3. Toto Teseni zapiseme ve vektorovém tvaru:

(Zla 1'273337334) = (17 2; ]-7 73)

Definice 0.3.7. Soustava ma nekonecné mnoho reseni Hodnost zakladni a rozsitrené matice
se rovnaji a tato hodnota je mensi nez pocet neznamych.

1 2 3 2| 2 12 3 2| 2
2 5 4 3| 7 01 -2 —1| 3
32 1 4417100 2 1]|-1
2 4 6 4| 4 00 0 0| 0

Uvédomte si, Ze posledni rovnice v soustavé ma tvar
0zq1 + 0x9 + Ox3 + 024 = 0.
Posledni rovnice
0x1 +0x2 +0x3+0xy =0, resp. 0=0

neprinasi zadnou informaci, proto ji viibec nebereme v tvahu.
Treti fddek (0 02 1 | — 1) v zévéretné matici predstavuje rovnici

O0z1 + Oz + 223 + 24 = —1,
tedy jednu rovnici s dvéma nezndmymi:
2x3 + x4 = —1.

Jiz vime, jak tyto rovnice Tesit. Nezndmou z3 polozime rovnu parametru ¢ a neznamou x4
vyjadiime pomoci tohoto parametru. Je z3 = ¢, kde ¢ € R a plati

20+ x4 = —1, tedy x4=-1-—2t.

Nyni uvazujme druhy faddek v zavéreéné matici: fddek (0 1 —2 — 1 |3) pFedstavuje
rovnici
0x1 + las + (—2)zs + (—1)xg = 3,

je tedy
X9 — 2$3 — Ty = —1.

Jiz vime, ze x3 = t a x4 = —1—2¢. Tyto hodnoty dosadime do predchozi rovnice a dostaneme
xo —2t—(—=1—2t) =3, resp. xy+1=3.

Je tedy xo = 2. Nyni jiz vime, ze xo =2, z3 =t a x4 = —1 — 2t, kde t € R.
Prvni fadek (1 2 3 2 |2) v zdvéreéné matici predstavuje rovnici

lxq + 220 + 323 + 224 = 2.

Vime, ze ©o = 2, x3 =t a 4 = —1 — 2¢. Tyto hodnoty dosadime do predchozi rovnice a
dostaneme
x1+2-24+3t+2(—1—-2t) =2, resp. x +2—-t=2.



Matematika (KMI/PMATE)

Je tedy 1 = t. Tim jsme ziskali hodnoty vSech neznamych: 1 = ¢, zo = 2, 23 = t a
xy = —1 — 2t, kde t € R. Toto fesSeni zapiSeme ve vektorovém tvaru:

($1, To, X3, 1‘4) = (t, 2, t, —-1- 2t)tE]R-
Reseni soustavy lze zapsat i v jiném tvaru. Je:

(1‘1,1‘2,1‘3,1‘4) = (t, 2,t, -1 - Qt)telR
=(0,2,0, —1)+ (¢, 0, t, —2t)
=(0,2,0, =1)+#(1, 0, 1, —2),

kde vektor (0, 2, 0, —1) pfedstavuje partikuldrni feSeni nehomogenni soustavy rovnic a
mnozina t(1, 0, 1, —2) je obecnym FeSenim piislusné homogenni soustavy rovnic.
0.4 Operace s maticemi

Definice 0.4.1. Oznaceni V nésledujicim textu bude symbol M (m,n) znacit mnozinu vSech
matic o rozmérech m x n, tedy matici s m fddky a n sloupci. Symbol M (2, 2) tedy napt.
zna¢i mnozinu vSech ¢tvercovych matic s dvéma radky a dvéma sloupci.

5 3 1
(11 Y 5)€M(2,3)

5 3
11 -2 | e M(@3,2)
-6 3

Priklad 0.14. Priklad

Priklad 0.15. Piiklad

Definice 0.4.2. S¢itdni matic Necht (a;;) a (b;;) jsou libovolné matice z mnoziny M (m,n).
Potom séitani matic (ai;) a (bi;) je definovdno vzorcem:

(aij) + (bij) = (aij + bij),

je tedy
ail...A1n b11...b1n ail +b11 ...a1n+b1n
agy .. .aan bo1...ban az1 +boy ... agn + by
+ S =
aAm1- - - Amn bml- . bmn am1 + bml-  Omn T+ bmn

Priklad 0.16. Piiklad

264_’_2712_456
3 21 11 2/ \4 3 3)°

Definice 0.4.3. Nasobeni matic realnym ¢islem Nasobeni matice libovolnym ¢islem a € R
je definovano takto

a(aij) = (oai;).
Priklad 0.17. Priklad
4 2 -3 1y (8 =12 4
2 1 -4 /) 8 4 —-16 )°

Lze snadno ovéfit, Ze mnozina M (m,n) spolu s operacemi s¢itdni matic a ndsobeni
matice redlnym cislem tvori vektorovy prostor o dimenzi m - n.
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Definice 0.4.4. Skaldrni soucin vektortt Necht u a v jsou dva vektory z aritmetického
vektorového prostoru R", tedy

u=(ug,...,up), v=(V1,...,0n).
Skalarni soucin u - v vektorti u a v je roven

U-v= (U, .., Up) (V1,...,Un) = U101 + ... + UpVy.

Priklad 0.18. Priklad
(1,5,4,-3)-(2,6,3,1)=1-24+5-6+4-3+(=3)-1 =41
Definice 0.4.5. Skalarni soucin vektor Skalarné mtzeme nasobit i sloupcové vektory, nebo

radkovy vektor se sloupcovym.

Priklad 0.19. Priklad

1 2
5 6 | =
4 3
=1-2+5-6+4-3=44
Piiklad 0.20. Piiklad
2
(1,5,4)- [ 6 | =

=1-2+5-6+4-3=44

Definice 0.4.6. Nasobeni matic Necht (a;;) € M(p,q) a (b;;) € M(q,r). Potom soucinem
matic (a;;) a (b;;) rozumime matici (¢;;) € M (p,r), pro jejiz prvky plati

Cij = aﬂblj + ainQj + ...+ aiqbqj,

tedy plati, Ze prvek c¢;; je skaldrnim soucinem i-tého fddku prvni matice a j-tého sloupce
druhé matice.

Piiklad 0.21. Piiklad
2 5\ (3 4\_( 23+52 2-4+45-5
3 -1 2 5 ) \334(-1)-2 3-44(-1)-5

16 33
T

Definice 0.4.7. Vlastnosti souc¢inu matic I Dvé matice lze vynasobit, jestlize lze provést
prislusné skalarni souciny, tj. jestlize prvni matice mé stejny pocet sloupcii jako druhd matice
radku. Pokud se tyto pocty nerovnaji, matice nelze nésobit.

Definice 0.4.8. Vlastnosti souc¢inu matic II Nasobime-li dvé matice, potom vyslednd matice
ma stejny pocet fadku jako prvni matice a stejny pocet sloupci jako druhd matice.
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Priklad 0.23. Priklad - nekomutativita souc¢inu matic

<313>. Sy (26 27)
2 1 4 5 7 28 33
3 1 11 4 13
2 3 <;13> 12 5 18
5 7 29 12 43

Definice 0.4.9. Vlastnosti sou¢inu matic III Nasobeni matic neni obecné komutativni.
Nestaci tici, které matice ndsobime - musi se také urcit, v jakém poradi se maji vyndasobit.

Priklad 0.24. Priklad - nasobeni jednotkovou matici

1 0 O ai az as a4 a1 as as ay
0 1 0 . by by b3 by = b1 bs b3 In
0 0 1 C1 C2 C3 Cy C1 Co C3 C4
a a a 100 a a a
1 2 3 1 2 3
-1 01 0 |=
(b1 bg b3) 00 1 (bl b2 b3)

Vyse uvedeny priklad ukazuje, ze jednotkova matice mé charakter jednotkového prvku
vzhledem k nésobeni matic, tedy AJ = A, resp. JA = A, kde J znaci jednotkovou matici.

Praveé uvedenou vlastnost JA = AJ = A ¢asto vyuzivame pri feSeni maticovych rovnic.
Me¢éjme matici

ail ai12 . QA1n

a21 az2 ... Q2n
(aij) =

Aml Am2 .. Qmn

Rekneme, ze matice (b;;) je transponovand matice k matici (a;;) (znac¢ime (b;;) =

(ai;)T), jestlize plati

aill a1 e Am1

a as oo Qm2
(ai)" = (by) = [ " 7= "

Ain A2n ... Qmn

Priklad 0.25. Priklad Vypoctéte transponovanou matici k matici A, kde

5 4 2 8
A= 3 4 2 9
1 4 2 3
Reseni: Je
5 4 2 8\ i Z i
AT=3 4 2 9| =
1 4 2 3 2 22
8 9 3
Jsou dany matice A, B, X, kde
1 2 5 5 T
A= 3 5 8 |, B=| 51, X=1|uy
2 4 9 8 z

Rozepiste maticovou rovnici AX = B.
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Reseni: Nejprve nalezneme matici AX. Je ziejmé, Ze vysledna matice bude mit tii fadky
a jeden sloupec.

1 2 5 T x4+ 2y + 5z
AX=113 5 8 |-y |=1| 3z+5y+8z
2 49 z 2z + 4y + 9z

Nyni porovndme matici AX s matici B. Je

4+ 2y 4+ 5z 5) r+2y+5z =5
AX=B=| 3z+5y+82 | = 5 | = 3z+5y+8z =5
2z + 4y + 9z 8 2z +4y+9z =8

Definice 0.4.10. Shrnuti Soustavu rovnic lze ptrepsat ve tvaru AX = B, kde A je matice
soustavy

aiil a2 ... QGin
a1 a2 ... G2p
A= ,
Aml Qm2 -+ Gmn
X = (w1,22,...,7,)7 je vektor (matice) neznamych a B = (b1, bz, ...,by)T je vektor

(matice) hodnot pravych stran soustavy.

Definice 0.4.11. Inverzni matice Méjme &tvercovou matici A. Matici A~!, pro kterou plati
rovnost

A A=A A=

kde J je jednotkova matice, nazyvame inverzni matici k matici A.

Inverzni matice nam v jistych piripadech pomuze vypocitat feseni soustavy rovnic. Je

AX =B ... soustava rovnic
AT'AX =AT'B
JX =A"'B
X=A"'B ... 1reseni soustavy rovnic

Definice 0.4.12. Vypocet inverzni matice pomoci elimina¢ni metody Uvedeme zpusob vy-
poctu inverzni matice pomoci elimina¢ni metody. Za zadanou matici A doplnime prislusnou
jednotkovou matici. Pomoci iiprav nemeénicich hodnost matice pak prepocitavame matici tak,
aby v prvni Casti matice vznikla jednotkovd matice. V druhé Casti matice se pak nachézi
inverzni matice A~'.

1 2 5 1 2 5|1 0 0 10 0] 13 2 -9
3 5 8 |—=3 58010 ]]=01O0|-11 -1 7
2 49 2 4 910 01 0 01 2 0 -1

Priklad 0.26. Priklad - vypocet inverzni matice Vypoctéte inverzni matici k matici A, kde

2 -1 3
A= 2 1 2
1 -1 2
2 -1 3|1 0 O 1 -1 270 0 1
2 1 2|01 0 |~12 12|01 0 |~
1 -1 2|0 0 1 2 -1 3|1 0 0
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1 -1 2]0 0 1 1 -1 2]0 0 1
0 3 —2101 -2 ]~]l0 1 =110 =2 |~
0 1 —-1|1 0 -2 0 3 —2/0 1 -2
1 -1 2] 0o 0 1 1 -1 0| 6 -2 -7
0 1 -1 10 =2 |~(0 1 o0l-2 1 2|~
0 0 1|-3 1 4 0 1/-3 1 4
1 0 0] 4 -1 -5 4 -1 -5
01 0/-2 1 2 = At= -2 1 2
00 1|/-3 1 4 -3 1 4

Priklad 0.27. Reseni soustavy rovnic pomoci inverzni matice Vypoctéte feseni soustavy

=N DN
I
DN W

7
9
4

P1i feseni pouzijeme vysledek predchozi tlohy:

-1

2 -1 3 4 -1 =5
2 1 2 =| -2 1 2
1 -1 2 -3 1 4

Priklad 0.28. Reseni soustavy rovnic pomoci inverzni matice

2 -1 3 7
A=12 1 2|, B=|9
1 -1 2 4
4 7
X=A"'B=| =2 9
-3 1 4
x 28 —9—920 -1
X=|y |= -14+9+38 3
2 —214+9+16 4

resp. X = (z,y,2) = (—1,3,4).
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