Kapitola 3

Funkce vice proménnych

V této kapitole navaZeme na pojem funkce jedné proménné. NaSim cilem bude vy-
budovat si predstavu funkce vice proménnych, uvédomit si vlastnosti té€chto funkci a
umét vysetfit extrémy téchto funkci. Jiz vime, Ze k vySetfeni extrému funkce jedné
proménné ndm dobte poslouzila derivace funkce. Stejné to bude i ptipadé funkci vice
proménnych. Nicméné pfechod od jedné proménné k vice proménnym bude trochu
slozit&j§i. Naproti tomu ve vySetfovani extrému funkce dvou proménnych a vice nez
dvou proménnych nebude zdsadni rozdil, a proto se asto omezime jen na funkce dvou
proménnych. Funkce jedné proménné je vztah mezi zdvisle a nezdvisle proménnou.
Tento vztah je vyjddfen vétSinou funkénim pfedpisem. Jisté se ndm ale vybav{ situace,
kdy jeden disledek mé vice pfi¢in, kdy jedna veli¢ina zdvisi na chovéni vice veli¢in.
Napiiklad vime, Ze cena je zavisla na celkové produkci jistého vyrobku. Pokud je na
trhu vice vyrobct daného produktu, pak cena tohoto produktu bude zavisla na produkci
kazdého z vyrobcid. Nebo napiiklad z ekonomie vime, Ze celkova produkce je zavisla
na vys$i kapitdlu i mnozZstvi vloZené price.

Pfipomenime déle, Ze v této kapitole budeme pracovat s pojmy oblasti linedrni al-
gebry, se kterymi jsme se sezndmili v kapitoldch o maticich, determinantech a kvadrat-
ickych formach. Zcela zfejmé by Ctenar pied studiem této kapitoly mél byt seznamen s
diferencidlnim poctem funkce jedné proménné.

3.1 Zakladni pojmy funkce vice proménnych

V dal$im nejprve zavedeme korektné pojem funkce vice proménnych a nez pfistoupime
k vysetfovani vlastnosti funkci vice proménnych, ukazeme si nékolik grafd pro lepsi
predstavu.

Funkce vice proménnych, defini¢ni obor, obor hodnot

Nechf mnozina D C R"™ a zobrazeni f, které kazdé n-tici z D € R"™ piifadi
pravé jednu redlnou hodnotu, se nazyva funkce vice proménnych. Mnozina D se
nazyva defini¢ni obor funkce f. MnoZinu vSech hodnot z = f(z1, 22, ...,z,), kde
(21,2a,...,2,) € D nazyvame obor hodnot funkce f.

Elementarni funkce n proménnych

Jakdkoli funkce n proménnych, kterd vznikne z elementirnich funkci jedné
proménné koneénym poctem operaci scitani, odecitani, ndsobeni, déleni, skladani
a rozsifovani, se nazyva elementarni funkce n proménnych.

V diferencidlnim poctu funkce jedné proménné jsme si zavedli pojmy limita a
spojitost funkce. Tyto pojmy jsou u funkci vice proménnych definoviny formalné stejné
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172 KAPITOLA 3. FUNKCE VICE PROMENNYCH

jako u funkci jedné proménné. My zde tyto definice nebudeme uvadét. U spojitosti
funkce vystacime s predstavou, Ze graf spojité funkce vice proménnych v kazdém bodé
defini¢niho oboru nema “skoky”.

Spojitost elementarni funkce n» proménnych

Vsechny elementarni funkce n proménnych jsou spojité na svém defini¢nim oboru.

U funkci jedné proménné jsme vidéli, Ze pfi mnohém uvazovani a feSeni problému
ndm napomohla pfedstava o grafu funkce. S grafy funkci vice proménnych nez dvé je
problém. V nasem trojrozmérném svété je nezobrazime. Ale jistou pfedstavu si miZeme
utvofit z grafd funkci dvou proménnych z = f(z,y) . Nejjednodussi funkce jedné
proménné byla konstantni funkce. Jak vypada graf konstantni funkce dvou proménnych
s predpisem f(x,y) = ¢? Vime, Ze graf konstantni funkce jedné proménné je piimka
rovnobéZnd s osou x. Na obrazku 3.1 vidime graf konstantni funkce dvou proménnych
2z = f(x,y) = 2. Jedn4 se o rovinu rovnob&znou s osami x a y ve vzdalenosti 2. Al maji
nezavisle proménné x a y jakoukoli hodnotu, zavisle proménna z je stile rovna dvéma.
Na obrédzku 3.1 je graf této funkce zobrazen pouze pro (z,y) € (—1,1) x (—1,1).

funkce z=2

0sa CE

053 ¥

Obrazek 3.1: Konstantni funkce dvou proménnych

Soustfed me se déle na funkci dvou promé&nnych s pfedpisem f(z,y) = x. Vidime,
7e v predpisu se proménnd y viibec nevyskytuje. Znamena to, Ze af bude promé&nna y
nabyvat jakékoli hodnoty, funkéni hodnotu to neovlivni. Proménna x se v predpisu
funkce vyskytuje v prvni mocning, zavislost je tedy vzhledem k této proménné linearni.
Kdyby se jednalo o funkci jedné proménné, grafem takové funkce by byla rostouci
piimka prochdzejici pocatkem soufadnych os.

Pokud se jedna o funkci dvou proménnych, grafem bude takova plocha, kterd bude
spliiovat nésledujic{

e pri jakékoli konktrétni hodnoté proménné y se funkce chova jako linearni funkce

flz) ==,

e pii jakékoli konktrétni hodnoté proménné x se funkce chova jako konstanta.
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funkce z=x

osay 05a %

Obrézek 3.2: Linedrni funkce f(x,y)=x

Na grafu funkce se toto projevi nasledovné. Pokud bychom profizli graf této funkce
rovinou rovnobéznou s osou x, fez bude mit tvar pfimky (graf linedrni funkce v R).
Kdezto pokud bychom profizli graf této funkce rovinou rovnobéZnou s osou ¥, fez bude
mit tvar pfimky rovnobézné s osou y (graf konstatntni funkce v R). Graf této funkce
vidime na obrdzku 3.2. Tento graf je op&t zobrazen pro (z,y) € (—1,1) x (—1,1).
Funkce f(z,y) = y je naopak linedrni v proménné y, kdezto proménnéd x nebude
funkéni hodnoty této funkce nijak ovliviiovat. Z grafu 3.3 vidime, Ze pro jakoukoli hod-
notu proménné x, m4 graf funkce tvar sklonéné ptimky. Naopak pro jakoukoli konkrétni
hodnotu proménné y je graf dané funkce piimka rovnobé€Zna s osou y, protoZe pro jak-
oukoli konkrétni hodnotu proménné y je funkce konstantni. Napiiklad pro y = 2 plati

f(z,2)=2.

funkce z=y

058 X

Obrazek 3.3: Funkce f(x,y)=y

Nyni jiZz tu§ime, Ze graf funkce f(x,y) = = + y bude rovina, kterd bude spliiovat

e pro jakoukoli hodnotu proménné z (x = ¢, kde ¢ je libovolnd konstanta), bude
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dan4 funkce dvou proménnych linedrni funkce jedné proménné f(c,y) = c+y
a jejim grafem bude naklonénd piimka.

e pro jakoukoli hodnotu proménné y (y = ¢) bude dand funkce dvou proménnych
linedrni funkce jedné proménné f(x,c) = x + ¢ a jejim grafem bude rostouci
primka.

funkce z=x+y

osay 05a %

Obrazek 3.4: Linedrni funkce f(x,y)=x+y

Graf funkce vidime na obrazku 3.4. Déle se soustfed me na funkce f(z,y) = 2% a

f(z,y) = y?. Kdyby se jednalo o funkce pouze jedné proménné, jejich grafem by
byla parabola s vrcholem v pocdtku soufadnych os. Obé funkce jsou ale funkce dvou
proménnych. Pro funkci f(z,y) = 22 plati, Ze hodnoty proménné 3 funkéni hodnoty
neovlivni. Funkéni hodnoty funkce f(x,y) = 22 se v zévislosti na proménné x budou
ménit s druhou mocninou. Tedy pro libovolnou konstantu ¢, pro kterou z = ¢, pak
f(e,y) = c? je konstatntn{ funkce proménné y a jejim grafem je ptimka rovnob&znd s
osou .

funkece z=x7

058y AR 053 ¥

Obrézek 3.5: Kvadraticka funkce f(x,y) = 22
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funkce z=y2

osay AL 05a %

Obrazek 3.6: Kvadratickd funkce f(z,y) = y?

Pokud vezmeme pevné y = ¢, pak f(z,c) = z2. Grafem této funkce je parabola
pro kazdé c. Pro f(x,y) = y? plati viechny predeslé Gvahy jen se zamé&nou promé&nnych.
Grafy téchto funkei pro (z,y) € (—1,1) x (=1, 1) jsou na obrdzcich 3.5 a 3.6.

funkce z:y2+}{2

0sa " -1

053 ¥

Obrézek 3.7: Kvadratickd funkce f(x,y) = 22 + y>

Graf funkce f(z,y) = 2%+y? bude plocha, kterou proiizneme-li rovinou rovnobéZnou
s osou z, fez bude mit tvar paraboly. A stejné v pripadé profiznuti rovinou rovnobéznou
s osou y, fez bude mit tvar paraboly. Graf této funkce je na obrazku 3.7 pro (x,y) €
(—1,1) x (-1,1).
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funkce z=sinx

0say & 05a %

Obrazek 3.8: Funkce f(z,y) = sinx

funkce z=siny

0sa y 0

0sa X

Obrazek 3.9: Funkce f(z,y) = siny

Nakonec se je$t€ podivdme na funkce f1(x,y) = sinz, fo(x,y) = siny a funkce
f(z,y) = sinz + siny. Prvni dvé funkce maji ve svém predpisu vZdy jen jednu
proménnou. Pokud tato proménnd bude nabyvat hodnotu rovnou urcité konstanté, pak
se bude jednat o konstantni funkce. TotiZ f1(c,y) = sinc a fa(z,¢) = sinc. Pokud
profizneme grafy téchto funkci rovinou rovnobéZnou s osou y, resp. x, fez ma podobu
piimky rovnobézné s osou y, resp. x. Pokud za druhou proménnou do pfedpisu téchto
dvou funkci dosadime libovolnou konstantu, dostaneme funkce f;(z,c) = sinz a
fa(e,y) = siny. Tedy fezy rovnob&zné roviny s osou y, resp. x, budou sinové vlny.
Graf funkce f(z,y) = sinz + sin y bude mit v obou fezech rovinami rovnob&Znymi s
osami z a y tvary sinovych vin. Grafy téchto funkci pro (z,y) € (0, 27) x (0, 27) jsou
na obrazcich 3.8, 3.9 a 3.10.
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funkce z=sinx+siny

034y b o

0sa X

Obrézek 3.10: Funkce f(z,y) = sinx + siny

Na uvedenych piikladech funkci dvou proménnych jsme si uvédomili, Ze pokud
jednu proménnou zafixujeme (poloZime rovnu konstanté), dostavame funkci jedné proménné.
V pripadé, Ze proménna y je rovna konstanté, funkce dvou proménnych se stane funkci
pouze proménné z a graf této funkce bude prusecik grafu funkce dvou proménnych a
roviny rovnobézné s osou x a prochazejici bodem y = konst. V piipadé€, ze proménna
x je rovna konstanté, funkce dvou proménnych se stane funkci pouze proménné y a graf
této funkce bude prtinik grafu funkce dvou proménnych a roviny rovnob&zné s osou y
a prochazejici bodem = = konst.

Na zéavér této podkapitoly uved me jesté nékteré vlastnosti podmnoZim prostoru
R™.

Vlastnosti podmnozin v R”

Kruhové okoli bodu Mnozina vSech bodi X = [z1,23,...,2,] € R", které
splituji | X — C| < 6, kde C = [c1,c¢a,...,¢,] € R™ a § je kladné redlné
Cislo, se nazyva kruhové okoli bodu C' a znadi se Ug.

Ctvercové okoli bodu MnoZina viech bodd X = (z1,22,...,2,) € R™, které
spliiuji |z; —c;| < d provSechnai =1,...,n,kde C' = (cy,ca,...,c,) € R™

2 w2

a d je kladné redlné Cislo, se nazyva Ctvercové okoli bodu C' a znaci se Ugc

Vnitini bod mnoZiny Bod C' € M je vnitfni bod mnoziny M C R", jestliZe exis-
tuje takové okoli U2, Ze plati U, C M.

Oteviena mnozina Oteviend mnoZina je mnozina, jejiz kazdy bod je vnitini.
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Vlastnosti podmnozin v R”

Hranicni bod Hrani¢ni bod D € M mnoZziny M je bod, v jehoz kazdém okoli Ug
jsou jak body z M, tak body z R™ \ M. (Obecné hrani¢ni body nemusi byt
prvky M).

Uzaviena mnozina Pokud vSechny hrani¢ni body mnozimy M patii do M,
fekneme, Ze mnoZina M je uzaviena.

Hranice mnozZiny MnoZina vSech hrani¢nich bodi mnoziny M se nazyva hranice
mnoziny M.

Omezena mnoZzina Nechi M; je mnoZina i— tych soufadnic vSech bodi X € M.
Pokud vSechny mnoziny M;, i = 1,...,n jsou omezené (vSechny lezi unvitt
jistého obdélniku), pak mnoZinu M nazyvame omezenou mnozinou.

Kompaktni mnozina Kompaktni mnoZima je takovd mnoZzina, ktera je zaroven
omezena a uzaviena.

3.1.1 Parcialni derivace

Jak bylo jiz uvedeno v kapitole o derivaci funkce jedné proménné, geometricky vyznam
derivace funkce jedné proménné v uréitém bodé je smérnice teCny v daném bodé ke
grafu funkce. Pokud uvazujeme napriklad funkci dvou proménnych, pak graf takové
funkce je jistd plocha v prostoru. A tecen v daném bodé ke grafu takové funkce (k plose
v prostoru) bude nekoneéné mnoho. Proto z téchto teCen budeme vybirat jen urcité
tecny. Jednak to bude tecna ke grafu funkce v daném bodé rovnobéZna s rovinou osu
x. A druhd tecna ke grafu funkce v daném bodg¢, jejiz smérnice nds bude zajimat, bude
tecna rovnobézna s osou y. Takovym derivacim budeme fikat parcidlni derivace. Budou
to derivace ve smeru soufadnych os x a y. Pfipomeneme definici derivace funkce jedné
proménné.
f'(x) = lim f(l‘ + h‘) B f(CL')

h—0 h

V tvodu této kapitoly jsme si uvédomili, Ze zafixujeme-li ve funkci dvou proménnych
jednu proménnou, stava se z ni funkce jedné proménné. Na tuto neménnou proménnou

sy 2

nahliZime jako na konstantu.

Parcialni derivace funkce dvou proménnych

Parcidlni derivaci funkce dvou proménnych f(x,y) v bod€ [xg, yo] podle proménné
2 budeme nazyvat limitu

im f(xo + h,y0) — f(wo,y0)
h—0 h

Parciélni derivaci funkce dvou proménnych f(z,y) v bodé [z, yo] podle promé&nné
y budeme nazyvat limitu

lim f(zo,y0 +h) — f(xo, yo).
h—0 h

Tyto limity mohou byt jak vlastni tak nevlastni. Mluvime pak o vlastni resp. nevlastni
parcidlni derivaci.
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Oznaceni pro parcidlni derivace neni jednotné. Parcidlni derivace podle proménné
e o g . af(z g ot = -
x miZe byt oznafena % nebo f.(x,y). Analogicky byva oznaCena parcidlni

derivace podle proménné y, totiz %Z’y) nebo f; (x,y).

Pokud budeme pracovat s funkcemi vice nez dvou proménnych, bude parcidlni
derivace v bodé A = [aq, ag, . .., a,] definovdna nésledovné.

Parcialni derivace funkce » proménnych

Parcidlni derivaci funkce n proménnych f(z1,zs,...,z,) podle proménné z; v
bodé A = [ay,as,...,a,] budeme nazyvat limitu
Of(a1,as,...,an,) ~ lim flar,...;a;+hyoocan) — flar, ..., a4 ... an)
0x; h—0 h ’

Pokud kaZzdému bodu z definicniho oboru funkce pfifadime hodnotu parcidlni
derivace v tomto bodé (za pfedpokladu existence parcidlni derivace), dostivame po-
jem parcidlni derivace jako funkce. Pii vypoctu funkéniho predpisu parcidlnich derivaci
vyuzijeme vlastnosti parcidlnich derivaci funkce. Ty jsou stejné jako vlastnosti obycejné
derivace funkce jedné proménné. Presto si je znovu radéji pfipomeneme.

Vlastnosti parcialni derivace souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu funkci
vice proménnych
Méjme funkce f(X) a g(X) n proménnych, kde X = [z, xo, ..., x,]. Pak plati

CliEalSD) _ @eE) | Sall)
617; 6 i

derivace souctu -
T Oz,

derivace rozdilu

Af=9)(X) _ 9f(X) _ 99(X)

derivace soudinu 8(%‘2()() = UX) g(X) + f(X) - 29X

a(£)(xX) _ 25F29(X)—f(X) 2850
ox -

derivace podilu g92(X)

Dale si uvédomme, Ze vzorce pro derivace zdkladnich elementarnich funkci zGstavaji
v platnosti. Pouziti t€chto vzorcti a vlastnosti si ukdZzeme na nésledujicich piikladech.
Vzdy si pfedem uvédomme, podle jaké proménné derivujete a na ostatni proménné
pohlizime jako na konstantu.

3.1. Naleznéte piedpis prvnich pacidlnich derivaci funkce f(z,y) = z¥ podle obou
proménnych.

Reseni: Uvédomme si, Ze pokud budeme derivovat podle proménné x, proménna y je
konstanta a jednd se pak o mocninnou funkci. Pokud budeme derivovat podle proménné
1, pak proménnd x je konstanta a zadand funkce je exponencidlni funkce.

8f(l’,y> _ y—1
ox -y
0f(,9)  _ v .

dy

3.2. Naleznéte ptedpis prvnich pacidlnich derivaci funkce f(z,y) = 2sinz + zlny
podle obou proménnych.
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Reseni: Zadan4 funkce je ve tvaru souctu, podle pravidel pro derivovani budeme derivo-
vat kazdy sCitanec. Pfi derivaci jednotlivych s¢itanct pouzijeme vlastnost, Ze derivace
konstanty je nula a derivujeme-li soucin konstanty a funkce, konstantu nechdme beze
zmény a derivujeme jen funkci.

0

w = 2cosz+1-Iny=2cosz+Iny
xr

M = ()Jr;n-lzf
dy Yy oy

3.3. Naleznéte predpis prvnich pacidlnich derivaci funkce

flz,y) =32y = 52°\/fy
podle obou proménnych.

Resent: Derivujme nejprve podle proménné x. S proménnou y zachdzime v tomto pii-
padé jako s konstantou. Funkce je ve tvaru rozdilu, derivujeme kazdy Cinitel rozdilu

zvI4st. 9
w:3-2-x-y—5-3-x2\/§=6xy—153:2\/37
x
NeZ za¢neme derivovat funkci podle proménné y, pfepiSeme v piedpisu funkce f odmoc-

ninu na lomenou mocninu, f(z,y) = 322y — 53y,
of(z,y)

oy =3z2.1—5z%-

3
59 0T

1
Yy 2 =3z — —
2\/y

DN | =

V nasledujicim piikladé pfipomeneme derivaci slozené funkce jedné proménné.
Derivace sloZené funkce jedné proménné se pocitala jako soucin derivace vnéjsi funkce
a derivace vnitini funkce.

3.4. Naleznéte piedpis prvnich pacidlnich derivaci funkce f(x,y) = In(2? + y?) podle
obou proménnych.

voev s

Reseni: Zadan4 funkce je sloZend funkce. Vnéjsi funkce je pfirozeny logaritmus, vnitini
funkce je soucet druhych mocnin obou proménnych. Nejprve zderivujeme vnéjsi funkci
anechame ji argument ve tvaru souctu druhych mocnin obou proménnych a tuto derivaci
vynasobime derivaci argumentu.

of (z,y) 1 2z
— .9 0= — ==
8.13 x2+y2 z+ $2+y2
of (x,y) 2y
= 042y = 2
oy x2 + 2 M x2 + y?

3.5. Naleznéte predpis prvnich pacidlnich derivaci funkce f(x,y) = In2z - /3z + by
podle obou proménnych.

Reseni: Zadana funkce je ve tvaru soucinu, proto budeme derivovat podle piislusného
vzorce. Druhou odmocninu v ptedpisu funkce pro snadnéjsi derivovani pfepiSeme na

. 1 . . Voo . . s
mocninu, f(z,y) = In2z - (3z + 5y)2. V derivaci uZijeme i vzorce pro derivovani

sloZené funkce.

0 1 1
84(w.y) = —.2.\Br+by+In2z---(3z+5y)" % (3+0)
Ox 2z 2
1 35+ 5y 4+ 3In 2z
= —_— x —
x AW T
of (x,y) 1 1 _1 51n 2z
— = 0-(3 b) In2z---(3 ) (0+)) = ——
ay (B +5y)7 + 2z 5- B +5y)7= - (0495) = 57—t



3.1. ZAKLADNI POJMY FUNKCE VICE PROMENNYCH 181

3zy
-y

3.6. Naleznéte ptedpis prvnich pacidlnich derivaci funkce f(x,y) = podle obou

proménnych.
Reseni: Zadana funkce je ve tvaru podilu dvou funkci, proto pfi jejim derivovani vyuZzi-
jeme vzorce pro derivaci podilu.

Of(wy) _ By-1-(@—y)—3zy-1 _ 3y
Ox (z —y)? (z —y)?
of(x,y)  3xz-1-(x—y)—3wy-(=1) 32
dy (x —y)? S (z-y)?

3.7. Naleznéte piedpis prvnich pacidlnich derivaci funkce f(z,y, 2) = (x + tg 2)e*¥*
podle vSech proménnych.

ReSeni: Zadand funkce je ve tvaru soucinu dvou funkci, proto pfi jejim derivovani
vyuzijeme vzorce pro derivaci soucinu dvou funkci.

of(z,y,
% 1-e™ 4 (2 +tg2)e™ - yz? = e (1 4 (2 + tg 2)y=?)
0
w e (x + tg z)eg”yz2 x2? = (z+tg 2)5’3226%22
Yy
of (z,y,2) 2 :
o8z (0 cos? Z) e 4 (z+tg2)e™ - wy2z
xr 22
e [ + 2myz(a + tg2)]

Umime tedy spocitat derivace souctu, rozdilu, soucinu a podilu dvou funkci. NezZ si
uvedeme vzorec pro derivaci slozené funkce vice proménnych, zadefinujeme si nejprve
pojem slozené funkce vice proménnych.

Slozena funkce vice proménnych

Necht funkce f(ui,us,...,u,) je definovdna na mnozin€ D C RP a necht
funkce w;(z1,22,...,2,) pro ¢ = 1,...,p jsou funkce n proménnych defino-
vanych na mnozin€ G C R". Déle nech{ pro kazdé (z1,22,...,2,) € G je
wi(x1,Ta,...,2,) € Dproi=1,...,p. Pak funkce

hMai,zo, .., 2n) = fur (e, .., 2n), w2(@1, . Tn), o Up(Z1, .. Tp))
se nazyv4d sloZend funkce n proménnych.

Pfikladem takové sloZené funkce dvou proménnych je funkce definovand na R?
h(z,y) = In(e®¥ + (23 — y)2). V tomto piipads mé vn&jsi funkce predpis f (u1, us) =

v s . 2 -
In(uy + u3), kde vnitini funkce jsou uy (7, y) = e* ¥ aug(z,y) = 2% — y.
Derivace slozené funkce vice proménnych
Mgjmé funkei f(ug,uo,...,u,) r proménnych, kterd ma spojité parcidlni derivace
na mnoziné D a necht funkce u;(x1,Z2,...,%,) proi = 1,...,7 jsou funkce n
proménnych, které maji spojité parcidlni derivace na mnoZin& G a ddle necht plati
wi(x1,Za,...,2,) € Dproi =1,...,r apro vechny (x1,z2,...,2,) € G, pak
sloZend funkce
h(z1, 22,y 2n) = flur(z, .y @n), ua(T1, -y Tn), ooy U (21, ..o, 20))
ma spojité parcidlni derivace na mnoziné G a pro vSechna x;, 7 = 1, ..., n plati

Oh  Of Oup  Of Oug af ou,

ox;  Ouy Oz +87ugaxi +”.+8u7ﬂ8xi'




182

KAPITOLA 3. FUNKCE VICE PROMENNYCH

3.8. Naleznéte predpis pacidlnich derivaci funkce h(z, y) = In(e® ¥ + (2® —y)?) podle

obou proménnych.

Reseni: Derivaci zadané funkce nalezneme dvojim zptisobem. Jednak budeme postupo-
vat podle vzorce pro derivaci funkce vice proménnych z pfedchozi véty, jednak budeme
derivovat zadanou funkci h podle doposud zndmych pravidel.

1.zpasob Funkci h piepiSeme jako sloZenou funkci

h(gj’y) = f(ulaUQ) = ln(ul + ug)v

kde uy(z,y) = e® Y aug(z,y) = 23 — y.

Oh(z,y)

ox

Oh(z,y)

Oh O, Oh u,
ou; Oz Oug Oz
1 .
— 1 e”znyy—i— —— - 2up - 322
Uy + uj U + uj
2aye®’ 622 (23 — y)

e N R C
2xye” Y + 62 (2% —y)
ey + (xs _ y)2

Oh O, Oh du,
du; Oy  Ous Oy
1 1
1-e"Y. 2%+ 5 - 2ug - (—1)
u1 + uj U1 + Uy
e 2 2(2® —y)

r = er?y + (.%‘3 _ y)2

er?y + (1'3 _ y)2

o . 2 . v .
2.zptisob Zadanou funkci h(z,y) = In(e® ¥ + (23 —y)?) budeme derivovat piimo, jen
se znalosti vzorce pro derivovani funkce jedné proménné. Pfi vypoctu parcidlni
derivace se totiZ na funkci vice proménnych divime jen jako na funkci jedné

proménné.

Oh(z,y)
ox

Oh(z,y)

e:ch + (JJS _ y)2

1
. (2xy6x2y +2(x® —g) - 32%)

2wye” Y + 2(x3 — y) - 322

er?y + (1‘3 _ y)2

Qxye"’zy + 622 (23 — y)
er?y + (.I'?’ _ y)Q
1 2

- - Y, 2 3_ ) (—
g (a2 ) ()
e’V 22 4 2(2® —y) - (1)

ey + (Zd _ y)Z
22e”’Y — 2(x® —y)

exzy + (1‘3 _ y)2
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Derivace funkce vice proménnych v bodé A

Derivaci funkce f(x1,22,...,2,) v bodé A = [a1,as,...,a,] budeme nazyvat
vektor parcidlnich derivaci této funkce podle vSech proménnych v bodé A

- (0.2 o)

Déle budeme uvazovat vektor parcidlnich derivaci v kaZzdém bod¢ z defini¢niho
oboru funkce f, v nichZ existuji vlastni parcidlni derivace. Takovy vektor budeme
nazyvat derivaci funkce f nebo-li gradient funkce.

Derivace funkce vice proménnych, gradient

Pro v8echna X = [z1,x2,...,2,], v nichZ existuji vlastni parcidlni derivace
2f(X) 9f(X) 2f(X)

Oxy ? Oxze "7 Oxnp

, budeme vektor

o= (240,40 )

nazyvat derivaci funkce f nebo-li gradient funkce.

Geometricky gradient funkce f v bodé X vyjadifuje smér nejvétsiho rustu funkce
f v okoli bodu X.

Parcidlni derivace vyssich Fada

Stejné jako v pripadé derivace vyssich fadu funkce jedné proménné i v piipadé
funkce vice proménnych se derivace vyssich fadu, obecné n- td derivace, bude pocitat
rekurzivné, tady zderivovanim n-té derivace.

Druha parcialni derivace
Nechi existuje druh4 derivace funkce f(x,y), pak

2f 0
axz—a(
orf 0
W =l

o°f  _ 0 (of
oydx  Ox

o°f _ 9 (of
oxdy Oy \ Oz

Obecné: Je-li f funkce n proménnych, pak defivujeme-li funkci nejprve podle
proménné x;, pak podle x; pro ¢ # j, piSeme

0% f _i of
00z o Ox; \ Ox;

of
)
of
)
of
dy >
of

Vidime, Ze pokud je funkce dvou proménnych, prvni derivace existuji dveé a druhé
derivace existuji Ctyfi. Funkce tff proménnych m4 tfi prvni derivace podle kazdé z
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proménnych. Druhych derivaci takové funkce bude devét. Pokud je funkce obecné n
proménnych, prvnich derivaci bude n, druhych n?. Druhd parcidlni derivace funkce f
n proménnych nejprve podle proménné x;, pak podle x; pro i # j, %@J;j se nazyvaji
smiSené derivace.

Postacujici podminka rovnosti smiSenych druhych derivaci

JestliZe existuji druhé smiSené parcidlni derivace funkce f(z,y) v bod€ A = [a1, as)
a jsou spojité v tomto bodé¢, pak plati

82f(a17 0,2) . 82f(a17 a2)

0xdy Oyox

Vime, Ze elementdrni funkce n proménnych jsou spojité v kazdém bodé€ svych
defini¢nich obort. Pak ve vSech bodech, v nichZ existuji nasledujici derivace, plati

o2f  82f

0xdy  Oydx

O druhych parcidlnich derivacich také mluvime jako o derivacich druhého fadu.
Analogicky n-tou derivaci nazyvame také derivaci n-tého radu.

3.9. Naleznéte predpis vSech druhych pacidlnich derivaci funkce

flz,y) = 2%y — Inxy.

Reseni: Nejprve spocteme prvni derivace.

of 1 y
- = 2zy— — -y =22y — —
Ox xy Ty
0
of _ e 1 _ T
oy Ty Ty
Zderivovanim prvnich derivaci dostaneme druhé derivace.
*f 8(21’9_%)_2 0-azy—2zy-y —2303/2_2 +2
ox? Oz - (zy)? - r2y? Y
2 0Q2xy — L 1.2y — 1 -
o°f _ 0Cwog) . Lay-yex 0 0,
9xdy dy (zy)? (zy)?
2 o(x? — o 1eqy—x- 0
fo_ % my) , Lay-wy o0 0 o
Oydx Ox (zy)? (zy)?
*f 3(552*%)70 0-ay—z-x 2> 1
ayr dy (xy)? a2y P

Vsimnéte si, Ze smiSené druhé parcidlni derivace maji stejny predpis. Plati

0 f o f
= 2r =
Jzxdy 0yox

3.10. Naleznéte ptedpis vSech druhych pacidlnich derivaci funkce

fl@,y,2) = (x = 2°y)* + tg(zyz).



3.1. ZAKLADNI POJMY FUNKCE VICE PROMENNYCH 185

Reseni: Nejprve spoéteme prvni derivace. Budeme vyuZivat viech pravidel pro de-
rivovani soudtu, rozdilu, soudinu a podilu. V pitipadg, Ze ve funkce tg(xyz) vzdy dvé
proménné zafixujeme, divime se na tuto funkci jako funkci jedné proménné. Jedna se
o sloZenou funkci a ji budeme derivovat jako sloZenou funkci.

of
oz
of
oy

of
0z

2(x —2%y)' - (1+0) +

—22%0 + 225y +

—6ayz? + 6y22° +

yz
. yr =2z -2 Iz
cos?(zyz) yz =2z —2y)+ cos?(zyz)
2z — 2By)t - (0 - 23) + 1 cxz =223 — 2By) + . —
cos?(zyz) cos?(zyz)
xz
cos?(zyz)
2z — B (0 — 322 gy = —622y(x — 2B o
(w==%) - O=32) + s Y@ =2+ )
LY
cos?(zyz)

KaZdou z prvnich derivaci zderivujeme znovu podle kazdé ze tii proménnych. Druhych

derivaci bude devét.

?f

02z - 2°y) + o3 )

oy cos?(zyz)
Ox? Oz
904 0 cos?(zyz) — yz - 2cos(xyz) - sin(zyz) - yz
cos*(zyz)
B (y2)? - sin(22yz)
cos*(zyz)
o2 f 02(x — 23y) + o))
0x 0y dy
200 — ) + 2 cos?(zyz) — y22 cos(xyz) sin(zyz) - vz
-z
cos*(zyz)
958 4 % cos?(zyz) — wyz? sin(2xyz)
-2z
cos*(zyz)
f 0Q2(z — 2°y) + odtyy)
020z 0z
20 — 322) + ycos?(xyz) — yz2 cos(zyz) sin(wyz) - xy
cos*(zyz)
60> + ycos?(zyz) — xy?zsin(2wyz)
—6yz
Y cos*(zyz)
o2 f O(—223x + 225y + o v
Oyox Ox
9B 04 Z cos?(zyz) — w22 cos(zyz) sin(wyz) - yz
cos*(zyz)
98y 7 cos?(xyz) — xyz? sin(22yz)
cost(zyz)
*f O(—22°z +22°% + Fs)
0y? oy

04255 4+ 0 - cos?(xyz) — 22 cos(wyz) sin(zyz) - vz

cos*(zyz)

5,6 (x2)? sin(2zyz)

L6 \F) PArgE)
cos*(zyz)
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o2 f O(—223x + 225y + o2 ey
0y0z 0z

x cos?(zyz) — 122 cos(xyz) sin(zyz) - vy

= —2-32%0+2-62%y +
cos*(zyz)

x cos?(zyz) — x2yz sin(22yz)

= —62%x + 1225 +

cost(zyz)
o2 f _ I(—6xyz? + 6y%2° + o2 ey
0z0x Ox
2 .
ycos®(zyz) — xy2 cos(zyz) sin(xyz) - yz
= —6yz*+0
yei +0+ cos*(zyz)
6us2 + y cos?(wyz) — xy?zsin(2ryz)
= —06yz
Y cost(zyz)
2f O(—6zyz? + 6y%2° + 700556(%2))
0z0y dy

x cos?(zyz) — xy2 cos(zyz) sin(wyz) - 22

= —6x22+6-2y2° + v
cost(zyz)

x cos?(zyz) — x2yz sin(22yz)

= —6z2% +12y2° + cosi(z
yz)
o2 f O(—6xyz? + 69225 + —~L—)

cos2(zyz)

0z2 0z

0 - cos?(xyz) — wy2 cos(xyz) sin(wyz) - vy

= 12z +6y° 52"+ cos?(zyz)

(xy)? sin(2zyz)

= —lawyzs 30y2z4 B cos4(£vy2)

Druhé derivace jsou spojité funkce a proto smiSené derivace jsou jsou si rovny.

0% f 0% f

2 cos?(zyz) — wyz? sin(2zyz)

= = 9273
Oxdy Oyox S cost(zyz)
2 e 6y 4 Y cos?(zyz) — xy?zsin(2zyz)
9z0z  0zox Y cos*(zyz)
0 f o f 5 5 xcos?(xyz) — x?yzsin(2wyz)
oydz 020y —0wz" 4 12927 + cos*(zyz)

Druhé derivace funkce obecné n-proménnych mizeme uspofadat do matice fadu n.
Tato matice se nazyva Hessova matice.

Hessova matice

Necht existuji druhé parcidlni derivace funkce f(x1, z2, ..., x,). Matice
8% f(xy1,xa,...,xn) 8% f(xy1,xa,...,xn) 3% f(x1,xa,...,xn)
amf 0x10x2 o 0x10Ty,
O f(w1,@2,wn) % f(T1,wa,.,Tn) 02 f(x1,29,...,0n)
D201 923 T omadw,
Hi(z,...,2,) = 2 "
2 f(z1,2,..,30) 02 f(T1,32,..,T0) 2 f(x1,2,..,Tn)
Oz, 011 0,011 T ox?2

se nazyva Hessova matice.
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Pro elementédrni funkce n proménnych je Hessova matice symetrickd matice typu
n xn.

V nésledujicim piikladu si ukdZeme nejen sestaveni takové matice v konkrétnim
dobé, ale zopakujeme i vypocet determinantu matice.

3.11. Vypottéte determinant Hessovy matice funkce f(z,y) = 54> v bodé [1,1].

Reseni: Zadand funkce je dvou proménnych. Hessova matice této funkce je matice fadu
dva. Spocteme nejprve prvni parcialni derivace podle kazdé z proménnych.

f(z.y) _ y-(2°+y?) —zy(2z +0)
Cor (22 + y?)?
B 22y + 43 — 222y B v — 22y
(@ +92)? (@ +92)?
Of(x,y) _ z-(2®+y?) —ay(0+2y)
Ty (7 PP
_ 3 4+ xy? — 221> _ 3 — xy?
- (x2 4 yz)z - (x2 4 yz)z

Nyni spoc¢teme vSechny druhé parcidlni derivace.

3_,2
Pflr,y) _ Ot _ (0-2wy)- (22 +42)% — (1 — 2%y) - 222 +y*)2e
a2 Ox (22 4 92)4
_ @+ ) [P2ay(e® +y?) —da(y’ —a®y)] 227y — 6oy’
(2% +y2)* (2% +y?)°
3 xr
Pf(ey) _ Ol (3% —a?)- (a2 417 — (i —2%) - 2a> + 322y
dzdy dy (2 4 y2)4
_ @+ )[By* —2?) (@ +97) -y’ — 2®y)]
($2 + y2)4
3y 3yt ot %Ryt de?y? Gyt gt o
(2% +3?) (2% +y?)3
Pf(ry) _ 9 22122)2 _ B2 =) (@ +9°)? — (2 —ay?)2(a® +y?) - 20
Oyox Oz (22 +y2)*
_ @497 (827 —y?) (2 +y?) — da(@® — ay?)]
- (];2 2)4
_ (3xt + 32%y? — 22y? — yt) — 423 + 2%y —1‘4 + 622y% — y*
@+ @+
r —xY 2
2 f(z,y) _ 8(L2+y2)2 _ —“2ay- (22 +y2)? — (23 — 2y?) - 2(2® + %) - 2y
Oy dy (% +y?)*
@@+ [2ay(a® +y?) — y(a® — ay?)]
(22 + y2)
= 2ya® = 2ay® — dyad - day® —6ya® 4 228
- (22 +y2)3 - (22 +y2)3

Vidime, Ze smiSené derivace vysly stejné. Nyni zbyva vypocitat vSechny druhé derivace
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v bodé [1, 1].

9%f(x,y) 2.13.1-6-13 4 1

T2 (1241232 8 2

?f(z,y) 6-12-12-14—-1* 4 1
oxdy (12 412)3 T8 2

0 f(x,y) —1*+6-12-12-1* 4 1
oyor (z12+123 8 2

0?f(x,y) —6-1-1342-1-13 4 1

o2 (12 +12)3 T8 2

Pak zapiSeme Hessovu matici v bodé [1,1] a determinant spoéteme kiiZovym pravi-
dlem.
11
2 2
=0

|
| —
N —
N =

11
2 2
3.1.2 Diferencial funkce vice proménnych

Stejné jako v piipadé diferencidlu funkce jedné proménné si ukdZeme, Ze i pomoci
diferencidlu funkce vice proménnych mizeme zjistit pfibliznou funkéni hodnotu funkce
vice proménnych v néjakém bodé¢ defini¢niho oboru. UkdZeme si vSe nejprve na funkci
dvou proménnych, pak definici diferencidlu rozsiSime na funkci vice nez dvou promén-
nych. Predpoklddejme, Ze funkce f(x,y) je definovdna na mnoZiné M C Dy. Déle
mame Xo = [zo,y0] € M a funkce f(z,y) md spojité parcidlni derivace a nakonec
uvazujme libovolny bod X = [z, y] € M, ktery je blizko bodu Xy = [z¢, yo]. V bod&
f(Xo) sestrojime tecny ke grafu funkce f(x,y) ve smérech os x a y. Smérnice téchto
teCen jsou parcidlni derivace podle x a podle y v bodé Xy = [z, yo]. Tyto pfimky urcuji
rovinu, kterou nazveme te¢nou rovinou. Funkéni hodnota f(X') se pak da pfiblizn& ur€it
pomoci f(X) a hodnot parcidlnich derivaci funkce f v bodé Xy = [zg, yo|. Plati

700 100) + L0 0 = ) + LT o)

Rozdil, mezi takto vypoétenou pfibliznou hodnotou funkce f v bodé X = [z, y| a hod-
notou f(Xy) budeme nazyvat diferencidl funkce f v bodé¢ Xy = [z, yo]. Oznatme
zménu proménné x Ax = x — o a zménu proménné y Ay = y — yo. Jestlize
pfedpokldaddme, Ze bod X = [z,y] je libovolné blizko bodu Xy = [z, yo], tedy
Ax — 0a Ay — 0, pak piSeme zmény jednotlivych proménnych ve tvaru dz a dy.
Diferencal funkce dvou proménnych pak budeme psat ve tvaru

a(xo) = Eag) + 0ag),

Takto zavedeny pojem diferencidlu funkce dvou proménnych si zobecnime pro funkce
obecné vice proménnych.

Diferencial funkce vice proménnych

Necht funkee f(z1,22,...,%,) md v bod&€ A = [ay,as,...,a,] spojité parcidlni
derivace. Pak vyraz d(A), uréeny vztahem
Of(A Of(A Of(A
d(4) = £ )dx1+ £( )dxmL_._Jr £ )dxn
o0x Oxa 0y,

nazyvame diferencidl funkce f(x1,22,...,2,) vbodé A = [a1,as, ..., a,]
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3.12. Urcete diferencidl funkce dvou proménnych f(z,y) = eV’ e,
Reseni: Nejprve spocteme parcidlni derivace.

of s -

Gl gyt () ey

o e (1) = —e
of
Ay

— VT, 2y = 2yey2_$
Pak , )
df(z,y) = —e¥ ~"dx + 2ye?¥ ~*dy.
3.13. Urcete diferencidl funkce f(z,y) = /3x — by vbodé C = [3,1] .

Reseni:Funkci prepiSeme do tvaru f(z,y) = (3z—5y)? a spoéteme parcidlni derivace.

of 1 _1 3
Lo Z(3x—5 3= °
or 2( T =5y 24/3x — by
of 1 1 5
o 283 —5) % (=5 = ——
oy 2( T =5y (=5) 2¢/3x — by
Hodnoty parciélnich derivaci v bodé C' = [3, 1] jsou
of(3,1) 3 3
dr  2/33-5-1 4
/31y _ 5 _ .5
Ay 2v3-3-5-1 4

Pak 5 5

V dal$im prikladu si ukdZeme, jak se da diferencidl funkce vyuZzit k ureni pfiblizné
hodnoty urcitého vyrazu.

3.14. Urcete pfibliznou hodnotu vyrazu P = 2, 05494,

Reseni:Nejprve si zadany vyraz zapiseme jako funkéni hodnotu uréité funkce v daném
bodé&. Pro funkci f(z,y) = «¥ plati P = f(2,05,4,94). Bod [2, 05,4, 94] je blizko

bodu [2,5]. Zména proménné z je dz = 0, 05, ména proménné y je dy = —0, 06. Pro
vyjadieni diferecidlu vypocteme parcidlni derivace.

of

Z5 L pey—1

Ox yrr

0

or _ ¥ -Inz

dy

Vypocteme hodnoty parcidlnich derivaci v bod¢ [2, 5].

8f(2’5) — 5.25_1 =80
ox
dy

Diferencidl funkce f(z,y) = =¥ v bodé [2, 5] m4 hodnotu
df(2,5) =80-0,05+32In2- (—0,06) =4 — 1,92In2

Pak
P~a~2°4+4—-1,92In2 = 34,66915741.

Pro kontrolu, pfesnd hodnota je P = 34, 78801.
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v, w2

V dalSi ¢asti o lokdlnich extrémech funkce budeme potiebovat diferencidl druhého
fadu. Tento pojem nejprve zavedeme.

Diferencial druhého fadu

Nechi md funkce f v bod&€ X = (1,2, ...,,) spojité druhé parcidlni derivace.

Diferencidl druhého fadu funkce f v bodé X = (z1,xs,...,2,) definujeme
rovnosti
d’f(X) = d(df(X))
Pro funkci dvou proménnych miZeme psat
of(X af (X
a2f(x) = a@f(x) = ag) + 2184,
or dy
5(2HX) q () + 20 g 525X q () 4 20 g
_ ( Dz (r) dy (y))d(x)+ ( O (z) dy (y))d(y)
or oy
_ PfX) 2 o Pf(X) *f(X) 2
= a2 (d(=)) +2Wd(x)d(y)+ 02 (d(y))”.

Pokud se na diferencidl druhého fddu podivdme jako na funkci proménnych d(x) a
d(y), jednd se o kvadratickou formu. A kaZzdou kvadratickou formu miZeme zapsat po-
moci matice. V tomto pfipadé¢ je zminénd matice Hessova matice. Oznacime-li fadkovy
vektor d”'(X) = (d(z),d(y)), miZeme psit

d*f(X) = d"(X)H(X)d(X).

3.15. Urcete diferencidl druhého fadu funkce dvou proménnych f(z,y) = In(y —x) v
bodé C' = [5,4].

Resent: Vypoctéme nejprve prvni parcidlni derivace.

of(X) 1 -1
ox oy —x (_1)_y—x

of(X) 1 1
ox N y—x.(l)_y—x

Déle ur¢eme druhé parcidlni derivace.

2f(X) O 0-(y—a)-(-1)-(-1) -1
922 dx (y —x)? C (y—x)?
2f(X)  0G=%) 0-(y—a)—(-1)-(1) 1
oxdy oy (y —x)? B (y—x)?
Prx) _ 0GE) _0-y-o-)-(-1) _ 1
0x0y Ox (y — x)? (y —x)?
PrX) _ 0GR _oy-n-m-n _ -1
dy> o (y — x)2 C (y—2)?
Potom diferenciil druhého fadu bude
2 2 2
i) = w2+ 2% awan) + S )2
- ~1 )2 1 . ~1 9
= ) 2 (@) - s ()
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Nakonec staci vypocéitat hodnotu tohoto diferencidlu v bodé C' = [5, 4].

EIC) =~ + 2 @A) - s (d)?
= —d(@)’ + 2d(@)d(y) - d(y)*

Pomoci Hessovy matice miZzeme diferencial druhého fadu matice této funkce zapsat ve

tvaru
-1 1
(at) dw))- 77 T ) (g0
=2 (o) )
avbodé C = [5,4] mdme
-1 1 d(zx)

(d(x) d(y))(l —1).<d(y))'
Nakonec pfipometnime, Ze Hessova matice je positivné (resp. negativne) definitni, jestli-
7e prislusné kvadratickd forma d? f (X)) je positivné (resp. negativné) definitni. A Hessova
matice je indefinitni, jestlize p¥isluin kvadratick4 forma d? f(X) je indefinitni.
3.1.3 Globalni a lokalni extrémy funkci vice proménnych
Stejné jako v kapitole o lokélnich extrémech funkce jedné proménné, zavedeme si ne-

jprve pojmy lokalnich a globélnich extrémi funkce vice proménnych.

Extrémy funkce na mnoziné

Necht M c R™. Rekneme, ze vbodé C € M C Dy nastidvd maximum funkce f
vzhledem k mnoZiné M, jestliZe plati pro v§echna pro vSechna vSechna X € M

F(X) < £(O).

Rekneme, e vbodé C € M C D ¢ nastdvd maximum funkce f vzhledem k mnoZiné
M, jestlize plati pro vSechna pro vSechna vSechna X € M

f(X) > f(C).

Maximum funkce f vzhledem k mnoZiné M znacime
X =
max f(X) = £(C),
Minimum funkce f vzhledem k mnoZiné M znacime
in f(X) = .
min f(X) = £(C)

Maximum a minimum funkce na mnoziné M souhrnné nazyvame extrémy funkce f
vzhledem k mnoZziné M.

Pokud je mnoZzina M defini¢nim oborem Dy funkce f, nazgvame extrém funkce f
vzhledem k mnoziné M globalnim (absolutnim) extrémem.

Pokud existuje okoli Ug C Dy abodé C nastdva extrém funkce f, nazjvame tento
extrém funkce f na mnoZiné U, g lokalnim extrémem.

Stejné jako u funkci jedné proménné uvedeme nyni vlastnosti funkci vice promén-
nych, které nim umozZni vysetfovat lokaln{ extrémy funkci vice proménnych.
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Nutna podminka pro extrém funkce vice proménnych
JestliZe funkce f(x1,x2, ..., %, ) mi v nékterém svém vnitinim bod& extrém, potom
prokazdé: = 1,2,...,n plati

p Of _

nebo % neexistuje.
T;

Tato vlastnost tvrdi, Ze pokud jsou v jistém bod¢ parcidlni derivace podle promén-
né z; bud nulové nebo neexistuji pro kazdé i, pak v tomto bodé& je jiz nutné lokdlni
extrém. Nebo-li, pokud v daném bodé€ bude platit, Ze parcidlni derivace alespoil podle
jedné z proménnych je nenulova, nemuze v tomto bod€ nastavat lokaln{ extrém.

Stacionarni body

Body z defini¢niho oboru funkce f ve kterych je splnéna nutna podminka pro extrém
se nazyvaji staciondrni body.

Staciondrni body jsou body podezielé z extrému. Lokalni extrém v nich miZze a
nemusi nastat.

3.16. Naleznéte stacionarni body funkce dvou proménnych

fx,y) = 32% + 6xy + y* + 3x + 4y + 43

Reseni: Defini¢nim oborem zadané funkce jsou viechna redlna &isla. Nynf staéf vypoditat
parcidlni derivace podle obou proménnych a pak pokud budou existovat je poloZit rovny
nule.

a—f = 6z +6y+3
ox
a—f = 6r+2y+4
Jy

Obé derivace existuji v kazdém redlném bodé. Abychom zjistili stacionarni body, po-
loZime parcidlni derivace rovny nule a dostaneme soustavu linedrnich rovnic o dvou
neznidmych.

6z +6y+3 = 0
6x+2y+4 = 0
nebo-li
6xr+6y = -3
6r+2y = —4
Vynasobenim druhé rovnice minus jednou a sectenim obou rovnic dostdvame feseni
Yy = i. Dosazenim této hodnoty do kterékoli z obou rovnic dostaneme x = —%. Dana
funkce m4 jeden staciondrni bod [—+%, 1]. UkaZme si jesté jednu tlohu na nalezenf

staciondrnich bodu.
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3.17. Naleznéte stacionarni body funkce dvou proménnych

f(z,y) = 2/ 227 + 3y

Reseni:Nejprve musime uréit definiéni obor této funkce. Pod druhou odmocninou mus{
byt nezdpornd hodnota, tedy 222 + 3y2 > 0. Tato nerovnost je splnéna pro viechny
x,y € R. Defini¢ni obor této funkce jsou vSechna redlné dvojice [z, y]. Dile spocteme
parcidlni derivace. Zadan4 funkce je sloZend funkce. Pfed derivovanim ptfepiSeme odmoc-
ninu na slozenou mocninu f(z,y) = 2(222 + 3y2)=

8f 1 2 oy 1 4x
- = 2.---(2z°+3 2 Ar = ——
Ox 2 ( v /232 + 3y2
of 1 2 2y —1 6y
= = 2-=--(22°+3 2.6y = —(———
3y 5 y°) N e

Obé parcidlni derivace maji predpis ve tvaru zlomku. Tento zlomek neni definovan pro
[0, 0]. V tomto bodé neexistuji parcidlni derivace podle obou proménnych. Zjistili jsme,
Ze zadana funkce m4 jeden staciondrni bod, a to [0, 0].

Postacujici podminka pro lokalni extrém funkce vice proménnych

Predpokladejme, Ze ve vnitinim bodé C' € Dy jsou vSechny parcidlni derivace
funkce f jsou nulové a funkce f ma na okoli bodu C' spojité parcidlni derivace
druhého fadu. Jestlize navic je kvadratickd forma d? f(C') je

positivné definiftni, pak v bodé C nastava lokalni minimum,
negativné definiftni, pak v bodé C' nastdva lokalni maximum,

indefinitni, pak v bod¢ C, neni lokdlni extrém. V takovém pripadé€ fekneme, Ze bod
C je sedlovy bod funkce f.

Piedchozi vlastnost nefesi situaci, kdy kvadratickd forma d?f(C) je positivné
semidefinitni nebo negativné semidefinitni. V takovém piipadé musime lokalni
extrém vySetfovat jinak.

Matice piislusné kvadratické formé d? f(X) je Hessova matice. O positivni definit-
notnosti, negativni definitnosti i indefitnosti piislusné Hessovy matice v bodé C' pak
muzeme rozhodnout podle Sylvestrovy véty.

3.18. Naleznéte lokdlni extrémy funkce dvou proménnych

fla,y) =2 —y°
na jejim defini¢nim oboru.

ReSeni: Defini¢ni obor zadané funkce je mnoZina R2. Pro nalezeni lokalnich extrémi
musime nejprve urcit staciondrni body. Vypoctéme tedy parcidlni derivace.

of
871' = 2z
o _

Oy
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PoloZime-li tyto parcidlni derivace rovny nule, dostaneme jednoduchou soustavu dvou
linearnich rovnic.
20 =
—2y =
Odtud dostdvdme jeden staciondrni bod, a to [0,0]. Pro ovéfeni, zda v tomto bodé

opravdu nastdvd lokalni extrém, musime vypo¢itat druhé parciélni derivace v bodg [0, 0]
a usporadat je do Hessovy matice.

827f _0(Q2x) 5
ox2 Oz
f  0(2x) 0
0xdy oy
oF  _ =2y _
Oyor Ox
oaf _ o=2y _
Oy? Ay

Hessova matice pak bude néasledujici

(0 %)

Druhé parcialni derivace jsou konstantni a proto Hessova matice zadané funkce v bodé
[0, 0] bude mit stejny tvar. Musime spoditat jeji subdeterminanty a zjistit jejich znamén-
2 0
ka. Dy =
Tlo0 -2
kvadratickd forma indefinitni. Ve staciondrnim bodé [0, 0] nastdvd tedy sedlo. V obrazku
3.11 vidime graf zadané funkce. Tento graf opravdu pfipomina koiiské sedlo.

= —4 < 0aD; =2 >0.Podle Sylvestrovy véty je ptisluSni

10
5.
o O
-5
gty
i A
10 “s\.::.“‘t“".t‘ ._

\“““““‘:“
e
4L

Obrazek 3.11: funkce f(z,y) = 22 — 32

3.19. Naleznéte lokalni extrémy funkce dvou proménnych
fla,y) =" —22° +y° — 3y

na jejim definiénim oboru.
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Reseni: Nejprve opét musime urit definiéni obor zadané funkce. Ten je D ;= R?,
protoZe v predpisu funkce jsou jen mocniny a ty existuji pro kazdé realné Cislo. Déle
vypocteme prvni parcidlni derivace.

af 3
L= 42?4
81‘ T Xr
of 2
3y” — by

Tyto derivace polozime rovny nule a dostdvame soustavu rovnic

4o —dx = 0
32 —6y = 0.
Z prvni rovnice dostdvdime x = 0, x = 1 a x = —1. Ze druhé rovnice dostdvime

y = 0 ay = 2. Staciondrnich bodu je tedy celkem Sest: [0, 0], [1,0], [-1,0], [0, 2],
[1,2] a[—1,2]. Pro vySetieni, ktery ze staciondrnich bodd je bodem lokélniho extrému,
musime nejprve vypocitat parcidlni derivace druhého radu.

0% f 043 — 4xz)

2
9wz = o =122 —4
O*f 0(4x® —4dz) 0

0zxdy oy
f 9By’ —6y) 0
0yox ox
?f 0By’ —6y) _ 65— 6
Oy? Oy

Tyto derivace uspordddme do Hessovy matice

ma = (27 60

Hessovu matici vyjadiime postupné ve vSech staciondrnich bodech.

moo-( 3 ) mao-(5 %)

m= (5 %) mon-(

6
0
6
H([1,2) = ( g 2 ) Hy([-1,2]) = ( 3 2 )

Dale spocteme determinanty téchto matic.

detHf([0,0]):‘ *04 _06 ‘:24 detHf([l,O]):‘ g _06 ’:_48
detHf([—l,O]):‘ - ’:—48 detHf([O,Q]):‘ Y ’:_24
w2 =] o= a2 =] 0] -

V bodé [0, 0] nastdva lokdlni maximum, protoZe det H([0,0]) >0 a % <0,

v bodé [1, 0] nastdvd sedlo, protoze det Hy([1,0]) < 0,

v bodé [—1, 0] nastdva sedlo, protoZe det H¢([—1,0]) < 0,

v bodg [0, 2] nastédvd sedlo, protoze det H([0,2]) < 0,



196  KAPITOLA 3. FUNKCE VICE PROMENNYCH

e v bodé [1, 2] nastdvd lokdlni minimum, protoZe det Hf([1,2]) > 0 a % > 0,

e v bodé [—1, 2] nastdv4 lokalni minimum, protoZe det H¢([—1,2]) > 0
a2l 0.
Oz2

Obrazek 3.12: funkce f(z,y) = 2* — 22 + 4% —y

3.20. Naleznéte lokalni extrémy funkce dvou proménnych

fla,y) = —y —In(z* —y)
na jejim defini¢énim oboru.

Reseni:V predpisu zadané funkce je pfirozeny logaritmus, coZ je funkce definovana
pouze pro kladné argumenty. Odtud mame x2 — y > 0, nebo-li 2 > . Zadand funkce
je definovana pouze pro ty body z R?, pro které plati, Ze druh4 mocnina prvni sloZky je
vétsi nez druhd slozka bodu z roviny. Déle spoc¢teme prvni parcidlni derivace, poloZime
je rovny nule a ze vzniklé soustavy rovnic vypocteme stacionarni body.

af 1 -2z
I - Lo =
Oz 2 —y * 2 —y
of 1
a4 1) =-1
0y 2 —y (=1 T
—2z
= 0
22—y
1
14— =0
2y

Protoze zlomek se rovna nule, jestlize se jeho Citatel rovnd nule, z prvni rovnice dosta-
vame, Ze —2z = 0 a odtud z = 0. Tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice a vypocte-
me promeénnou y.

1

—1+

Ovéifme jests, Ze vypodcteny bod leZi v defini¢nim oboru funkce. Musf{ platit z2 > v,
0% > —1. Tato nerovnost plati, vySetfeny bod patii do defini¢niho oboru funkce. Zadan4
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funkce md tedy pouze jeden staciondrni bod [0, —1]. Déle vypodteme parciélni derivace
druhého fadu.

*f a(zgzwy)_—2(x2—y)—2x(2m—0)_—6x2+2y

22 dr (22 —y)? o (22 —y)?

orf  0EE)  —2.0-(a2—y)—(-20)(0—1) 2
oxdy oy (22 — y)? (a2 —y)?
orf 8(—1+ﬁ>_0 0-(12—y)—1-(2w—0) 2z
dyor o (a2~ ) T @y
*f 8(—1+w21_y)_O 0-(@2—y)—10-1) 1
o oy @oyr @ yp

Hessova matice zadané funkce bude

—6x242y 2z

T2 —1)2 72— )2

( 2gﬂy) ( 1y) .
(z2—y)?2  (22—y)?

Jeji hodnota v bodé [0, —1] je < —2 0 >

0 1
Determinant této matice je det Hy([0,—1]) = —2 < 0. Staciondrni bod [0, —1] je
sedlovym bodem. Zadan4 funkce nema lokalni extrémy.

Obrazek 3.13: funkce f(z,y) = —y — In(z? — y)

Nakonec se zabyvejme piipadem, kdy nehleddme jen lokélni extrémy, ale globalni
extrémy. A to navic v pfipadé€, kdy mnozZina, na které vysetfujeme extrém je kompaktni.
O tom, Ze zadany problém ma feSeni nds informuje nasledujici vlastnost.

Weierstrassova véta

Spojita redlnd funkce definovana na neprazdné kompaktni mnoZiné nabyva na této
mnoziné svého maxima a minima

Extrémy funkce (af jiZ lokalni nebo globélni) mohou nastat v pouze v bodech,pro
které plati nasledujici:
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1. Parcidlni derivace podle v§ech proménnych jsou v téchto bodech rovny 0,

2. Nekteré (nebo i vSechny) parcidlni derivace v téchto bodech neexistuji a zbyvajici
parcidlni derivace jsou v téchto bodech jsou rovny 0,

3. v hrani¢nich bodech defini¢niho oboru funkce.

Pri vySetfovani globalnich extrému spojité funkce na kompaktni mnoziné budeme budeme
postupovat nasledujicim zptisobem.

I. Uréeni podezielych bodu Urcime vSechny body, které splituji jednu z piedchéze-
jicich tff podminek.
IL. RozliSeni sedel a lokalnich extrému Ze staciondrnich bodd vybereme ty body, -

které jsou lokdlnimi extrémy.

II1. Uréenti funkénich hodnot Vypocet funkénich hodnot v bodech lokalnich extrému
a v hrani¢nich bodech.

IV. Uréeni globalnich extréma Z bodd lokdlnich maxim a hrani¢nich bodd vybereme
ty, v nichz funkéni hodnoty je nejvétsi (globalni maximum) a Z bodt lokalnich
minim a hrani¢nich bodd vybereme ty, v nichZ funkéni hodnoty je nejmensi
(globélni minimum).

Popsany postup si pfedvedeme na nasledujicim prikladé.

3.21. Naleznéte lokalni extrémy funkce dvou proménnych

flz,y) = V18 — 222 + /12 — 3y2

na jejim defini¢nim oboru.

Reseni: Uréime nejprve definiéni obor této funkce. V predpisu funkce jsou druhé odmoc-
niny a ty jsou definovany pouze pro nezdporné argumenty. Odtud dostdvame pod-
minku, 7e 18 — 222 > 0a 12 — 3:ry2 > 0. Vyfesenim téchto nerovnosti dostaneme,
7Ze =3 < z < 3a—-2 < y < 2 Definiéni obor zadané funkce je tedy obdélnik
{[z,y];x € (=3,3),y € (—2,2)}. Déle uréime staciondrni body. JelikoZ

5‘i B —2x
or /18 — 222
of —3Y

dy V12 =342’
Dostaneme soustavu I'OVIliC
—2x
V18 — 222

\/12 — 3y?

Tato soustava ma jediné feSeni a to bod [0, 0]. Tento bod leZi v definiénim oboru funkce.
Spocteme druhé parcidlni derivace a presvéd¢ime se, zda se jednd o lokdlni extrém.

2r N A2e=) B —2V18 = 222 + 2r5 A0 B _36
dx? or VI8 — 252 (V18— 212)3
orf S .
oxdy oy N
0% f _ a( 12—3y2) ~0
oydxr ox N

_ =3y 2 _ 9,1 —6y
92 f B(W) 312+ 3y 3;1/2\/W _36

Wy (Vo) (V2 =35
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Hessova matice zadané funkce bude

—36 0
( V18—2z2° g >
O ey

__36
Hessova matice v bodé& [0, 0] je (VIg)? _36 ) . Determinant této matice ma
(V12)?

kladnou hodnotu. ProtoZe druh4 parcidlni derivace podle x je zdpornd,jediny staciondrni
bod je tedy lokdlni maximum. Musime je$té vySetfit hranici definiéniho oboru. Uvazuj-
me jednotlivé hranice obdlélniku,ktery je definicnim oborem funkce. Jednotlivé strany
tohoto obdélniku jsou to mnoZziny

o {B.ylye(-2,2)}
o {[-3.yliye(-2,2)}
o {[x,2];z € (~3,3)},
o {[z,—2];z € (-3,3)}.

Na mnoziné {[3, y]; ¥ € (—2,2)} md dand funkce pfedpis

g(y) = f(3,y) = V12 — 3y%.

Stejny pfedpis md funkce na mnoziné {[—3,y];y € (—2,2)}. Jednd se o funkci jedné
proménné. Pro nalezeni lokalnich extrémi tuto funkci zderivujeme ¢ (y) = ——24

V/12—3y2"

Tato derivace je rovna nule v bodé y = 0. Plati 0 € (—2, 2). Dale tato derivace neexis-

tuje pro y = 2 ay = —2. ProtoZe druha derivace ¢ (y) = ———=22—5 jeproy = 0
(\/12—3742)
zapornd, v tomto bod¢ nastava lokdlni maximum. Body y = 2 a y = —2 jsou body

lokalnich minim.

Stejné tak dand funkce na mnozindch {[x, 2];x € (—3,3)} a {[z, —2];z € (-3,3)} md
predpis

h(:L') = f(l’,2) = f(xa 72) = V18— 2y2.

. 2, . . v 2 / _ —2z . o
Derivace této funkce jedné proménné z h/(z) = Jis_3.7 Je rovna nule pro x = 0
: : _ _ ¢ 4 : " — —36
a“neex1stuje proz = 2 ax = —2. Pomoci drPhe derivace h''(z) Witsoroik
zjistime, Ze v bodé x = 0 md funkce lokdlni maximum. V bodech z = 2ax = —2

ma funkce h lokdlni minima. Zjistili jsme, Ze zadand funkce dvou proménnych ma
lokélni minima v bodech [—3,2], [3,2],[3, —2],[—3, —2] a lokédlni maxima v bodech
[0, 01,[0, 2],[3,0],]0, —2] a [—3, 0]. Nyni zjistime funk&ni hodnoty v t&chto bodech. Pro
lokdlni minima je f(3,2) = 0, f(—3,2) = 0,f(-3,-2) = 0 a f(3,—-2) = 0.
Odtud plyne, Ze neostra globalni minima nabyva zadand funkce ve vSech téchto bodech.
Pro lokélni maxima je f(0,0) = 3v/2 + 2V/3, f(=3,0) = 2V/3, f(3,0) = 2V/3,
£(0,-2) = 3v/2a f(0,2) = 3v/2. Nejvétii funkéni hodnota je v bod& [0, 0] a proto
tento bod je bodem globalniho maxima. Graf této funkce mizeme vidét na obrazku
3.14.
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Obrizek 3.14: funkce f(x,y) = V18 — 222 + /12 — 3y2

3.1.4 Neresené priklady
Spoctéte prvni parcidlni derivace podle obou proménnych nésledujicich funkci

3.22. f(x,y) = 52%y3 + 3y/ze? —Inx

3.23. f(z,y) = \/%

3.24. f(z,y) ==

Iny

325, f(z,y) = a/22 + 42
3.26. f(z,y) = (z —y)In(2z +y)

3.27. f(z,y) = sinay? + e’y

3.28. f(z,y) =In+/223 + 42

3.29. f(z,y) = (3" — cotg(x — y))°

x

3.30. f(x,y) = -L°

z+y?

Spoctéte prvni parcidlni derivace podle obou proménnych nésledujicich funkci v daném
bodé C

331 f(z,y) =In(2®> +4?) vC = [-1,1]
3.32. f(z,y) = /3oy +y>vC =23
3.33. f(z,y) =zIn(2? +y) vC = [1,0]

334 f(z,y) =S v O =[2,-1]
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3.35. f(z,y) =ln/ay3vC =[-1,-1]

Vypoctéte vSechny druhé parcidlni derivace nésledujicich funkci

3

— 2 T
3.36. f(z,y) = dbay” — il
3.37. f(z,y) = cosxy
3.38. f(z,y) =aY

3.39. f(z,y) = 5z — y)*

3.40. f(z,y) =

y—x

Naleznéte Hessovy matice nasledujicich funkcei v bodé A

341, f(z,y) =ay®> — L +2yz, A=1,2]

3.42. f(z,y) =e ", A=[-1,0]

Vypoctéte diferencidl prvniho a druhého fadu nésledujicich funkci v bodé A
343. f(z,y) = 2%y3, A=[-1,1]

344. f(x,y) =In(3z — Ty?), A =[1,-1]

345, f(x,y) = 2%y® — 23+ 3y, A=[1,2]
Pomoci diferencidlu prvniho fadu vypoctéte hodnotu nasledujicich vyrazi

3.46. v = /4,98 — 1,042

_ /9,09
347. v = 596

3.48. v = (4,03 — 1,95)

3.49. v =1In(2,05 — 0,982)
Naleznéte lokdlni extrémy nésledujicich funkci

350, f(ry) =22+ 2 4y

35L f(zy)=ay—z+y

3.52. f(z,y) = z* — 222 + y° — 32
3.53. f(x,y) =23 — 62y + 93

3.54. f(x,y) = 225 4+ xy? + 522 + 52
355 f(m,y) =23+ +a+y

3.56. f(z,y) = (z+y?)e?

3.57. f(z,y) =xy—a® —y+6x+3

Naleznéte globdlni extrémy ndsledujicich funkc{

3.58. f(z,y) = 4z — 22 — 4y?
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3.1.5 Vysledky

3.22
of(x, eV
e — 107y + 35+
7’9%2’3’) = 152%y? + 3\/ze?
3.23
Of(zy) _ 2y 4wy
Oz 2¢/(z+y)3
Of(z,y) _  2x24ay
dy 2/ (z+y)3
3.24
Of(wy) _ 1
ox Iny
of(zy) _ —=
yIn?y

of(xy) _ 22°+y°
ox \/12_,’_1}2

zy
\/zeryz

of (=, o
Ues) = In(2z + y) + 27
Qo) — _in(2z 4 y) + £5L

2
= cos xy? + 2xe® Y

oy = 2y cos 2y? + v’y

Of(zy) _  3z>
ox — 2x34y?
of (xy) _
Oy
3.29
of(x, T x

A1) — 6(3% — cotg(x —y))® (23 In3 — k)

sin?(z—y)

y
223 +y2

0f(wy) _ ye(z+y®—1)
O (z+y?)?
f(xy) _ e"(z—y?)
gy (@t+yP)?
3.31
Af(=1,1) -1

or )
oy = L

Y
3.32
0f(2.3) _

1
ox 2
0f(2,3) _ 11
oy 6
3.33
9f(1,0) _ o
ox
9£(1,0)
Oy
3.34
of(2,—1) _ 1

ox
of(2,-1) _ 1
5]

y - 2
3.35
f(=1,—1)

ox
Of(~1,-1) _

9y
3.36 ] )
Sy - 6 Ty 0y — Sz
P fley) _ 62 O°flaw) _ 6’
eoy = W0yt OE m = 10y + O
3.37
ey _

2 Pfxy) 2
522 = —y~cosxy Tyg = —xrTcosxy

2 . 2
%&f’):—sinxy—xycosxy %:—sinxy—xycosmy
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Ptz _ gy — 1)qv-2 Zhen) — iy
2 "E:E x

e — g1 (1 4 yIna) %*W Hylo+1)

3.39

Paw) — 300(50 — y)2 % =12(5z —y)*

82 f(x,y 8% f(x,

GLeD) — 605z —y)?  TLEH = —60(5x — y)?

3.40

Pf(xy) _ 2y f(wy) _ 242
Ox? (y—w)3 oy? (y—=)3

Pf(xy) _ =2y f(wy) _ —2axy
Oxdy (y—x)3 Oyox (y—x)3

3.41

Pflxy) _ 2y 1 2 f(@y) _ 9
0z2 3 2z+/T 0y?

P f(zy) _ 1 P flzy) _
Oxdy 2y + (x)2 dydr 2y +

3.42

92 f(x, _ 9% f(x,
gg;y) = g2y ggﬁy)

TIOD — (gy—1)erv  TLED — (y—1)e Hf[—1,01=< X _1)

— 5
(;)2 Hf[1a2] = ( 5 9 )

— _x2e—9cy

N[

Ox0y Oyox -1 =1
343
d(z,y)f = bzty3dx + 325y%dy df(-1,1) = 5dz — 3dy
d?f(z,y) = 2023y3da? + 30zy>dady + 62°ydy?
d?f(—1,1) = —20d2? + 30dzdy — 6dy?
3.44
d(.l?,y)f = 3w3’7y2 dr — 3;4'?1/ dy df(l _1) = de - Zdy

d*f(z,y) = e 97y2)2d 2% — gt dady + 1§w3q‘7f;§’3d ’

d?f(1,-1) = —%da? + $2dady — 32dy?

345

d(z,y) f(z,y) = (2zy® — 32*)dz + (32%y*> + 3)dy ~ df(1,2) = 13dz + 15dy
dzf ( y) = (2y® — 62)da? + 122y*dady + (622y)dy?

d?2f(1,2) = 10dx? + 48dxdy + 12dy?

346

v = 1,975, hodnota na kalkulacce v = 1, 9744

3.47

v = 1, 09, hodnota na kalkulacce v = 1,0186

3.48

v = 38, 4, hodnota na kalkulacce v = 38, 93

349

v = 0,09, hodnota na kalkulacce v = 0, 0858

3.50

Lokélni minimum v bodé A = [1,—1], f(A) = —1

3.51

Sedlovy bod A = [1, —1]

3.52

Lokalni maximum v bodé A = [0, 0], f(A) = 0, lokdlni minima v bodech B = [1, 2],
f(B) = =5aC = [-1,2], f(C) = =5, sedlové body D = [-1,0], E = [1,0],
F=10,2].

3.53

Lokdlni minimum v bodé A = [2,2], f(A) = -8, sedlovy bod B = [0, 0].
3.54

Lokaln{ minimum v bod& A = [0,0], f(A) = 0, lokdlni maximum v bod¢ B = [ 3, 0],
f(B) = =35, sedlové body C = [~1,2] a D = [-1,-2].

3.55

Funkce nema Zadné lokaln{ extrémy.

3.56

Lokalni minimum v bodé A = [—2,0], f(A) = —2.
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3.57

Lokdlnf maximum v bodé B = [4,4], f(B) = 15.

3.58

Globélni minimum v bodech A pro n&z plati 4z — 2? = 4y?, f(A) = 0, globalni
maximum v bod€ B = [2,0], f(B) = 2.





